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Het gewone verzoek om geduld van de zijde der inzenders 
moet opnieuw worden herhaald. Het opnemen van acte-vraag- 
stukken in de rubriek „Vraag en Antwoord”, voldoet blijkbaar, 
en zal dus worden voortgezet. Hen ieder kan een opgave 
inzenden, waarvan de oplossing hem belang inboezemt ; komen 
geen vragen in, dan wordt door de welwillendheid van een der 
medewerkers voor opname van een of meer vraagstukken 


gezorgd. 
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Gergonne's_stapelgrobleem 


DOOR 


Dr. H. ONNEN Sr. (Den Haag). 


ke 
Inleiding. 


1. Onder den titel: „Gergonne's Haufenproblem”’ behandelt 
Dr. W. AHRENS in zijne Mathematische Unterhaltungen und 
Spiele*) de bekende kunst met speelkaarten, om een ge- 
dachte kaart te raden, door de kaarten een zeker aantal 
malen in hoopjes te verdeelen en telkens het hoopje te 
laten aanwijzen, waarin zich de gedachte kaart bevindt. 

ÄHRENS begint met de volgende beschrijving van het 
kunststuk met 27 kaarten, zooals die, volgens zijne mede- 
deeling, voorkomt in de Problèmes plaisants et délectables van 
BACHET. 2) 

Nadat iemand een kaart uitgezocht heeft, legt men de 
kaarten op één stapel met de blinde kant boven. Men 
neemt er dan de kaarten één voor één af, toont ze telkens 
aan den persoon, die de kaart gedacht heeft, zonder ze 
zelf te zien, en legt ze, ook weder blind, in 3 hoopjes, 
derwijze, dat de eerste 3 kaarten de onderste kaarten der 
3 hoopjes worden, de vierde kaart weer op de eerste 
komt te liggen, enz. Men vraagt nu in welk hoopje de 
gedachte kaart ligt en stapelt dan de drie hoopjes op 
elkander, oplettende, welk rangnummer daarbij het hoopje 
met de gedachte kaart krijgt, van boven af gerekend. 
Daarna legt men de kaarten opnieuw op dezelfde wijze 
in 9 hoopjes, vraagt in welk hoopje de gedachte kaart ligt 
„en stapelt op, terwijl men weer let op het rangnummer 
van het hoopje met de gedachte kaart. Na deze manipulatie 
nog eenmaal herhaald te hebben is men in staat de gedachte 
kaart aan te wijzen. 


1) 2e Auflage, erster Band (1910), p. 98. 
2) AnReNs haalt aan : »BACHET. 4. Ausg. 1879, pag. 72, Problème X VIII 
(p. 143 der Ausgabe von 1624). 


6 


Zijn namelijk de rangnummers van het hoopje met de 
gedachte kaart bij de 3 opstapelingen resp. a, b en c, dan 
zal de gedachte kaart na de 8e opstapeling de (9c — 3b + aje 
kaart zijn, van boven af geteld. 

In de laatste uitgaaf van BACHET !) vind ik den gang 
van zaken een weinig anders opgegeven. Bij het maken 
der 3 hoopjes wordt daar namelijk. aangenomen, dat de 
kaarten niet blind maar open neergelegd worden en dat 
telkens, als de 3 hoopjes op elkaar gestapeld zijn, de geheele 
stapel wordt omgekeerd. Men moet nu bij elke opstapeling 
het rangnummer van het hoopje met de gedachte kaart 
bepalen van boven af in den omgekeerden stapel, dat is dus 
vóór de omkeering van onder af. Noemt men nu déze 
rangnummers a, b en ce, dan wordt het rangnummer van 
de gedachte kaart na de 3e opstapeling: 

ANC AD 


van boven af geteld in den omgekeerden stapel. 


2, GERGONNE, ?) naar wien het probleem genoemd is 
geworden, vond de volgende formule voor het rangnummer 


der gedachte kaart, als het aantal kaarten m is en deze 
telkens in mm hoopjes verdeeld worden, terwijl 2, , n,..…. 
Nr Pp de rangnummers zijn van het hoopje met de 
gedachte kaart na elke opstapeling : 

Voor m even : 


m2 — 
ln, + nym ns Mm? H-..—n m dn mi” lj 
ml m 
voor m oneven : 
m2 — 
Ny TNM HNZME en Aj Han mm” ie 


Hierbij wordt weder ondersteld, dat de kaarten blind 
neergelegd worden zonder omkeering van den stapel. 


3. In plaats van het rangnummer der gedachte kaart 
te berekenen uit de plaats, die het hoopje, dat de gedachte 
kaart bevat, telkens tusschen de opgestapelde hoopjes in- 


1) BACHET, Problèmes plaisants et délectables, Ame éditi 1905, p. 12 
Problème IX.’ et 

2) Annales de Mathématiques, rédigées par GERGONNE. t IV. 181344 
p. 276: Recherches sur un ka de bore: ki se 
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neemt, kan men omgekeerd de vraag stellen, hoe de op- 
stapeling telkenmale geschieden moet, om de gedachte 
kaart op een vooraf bepaald rangnummer te brengen. 

AHRENS bespreekt alleen het geval, dat de gedachte 
kaart juist in het midden van den eindstapel komt te liggen. 
Dit resultaat wordt met een oneven aantal kaarten altijd 
bereikt, als men zorgt, dat het hoopje met de gedachte 
kaart bij elke opstapeling in het midden van den stapel 
gelegd wordt. 

Dit geval werd o.a. in „De Vriend der Wiskunde”) door 
Dr. J. G. VAN DEVENTER behandeld en verklaard op een 
wijze, die aan duidelijkheid niets te wenschen overlaat. 

Hierbij is het natuurlijk onverschillig, of men de kaarten 
blind in hoopjes verdeelt zonder omkeering of open met om- 
keering van den stapel. 

Het aantal malen n, dat de manipulatie minstens geschieden 
moet, om zeker te zijn, dat de gedachte kaart in het midden 
van den eindstapel komt, wordt bepaald uit de voorwaarde : 

L 4N ze A 
als N het aantal kaarten en A het aantal hoopjes beteekent, 
dat telkens wordt uitgelegd. 


4. In de „Bulletin of the American Mathematical Society” 2) 
bespreekt Prof. LEONARD E. DICKSON eene door Dr. C. T. 
Hupson %) gegeven oplossing van het volgende vraagstuk. 

N= Ap kaarten in A hoopjes elk van p kaarten te 
verdeelen en de hoopjes zoodanig na elke verdeeling op 
elkaar te stapelen, dat een willekeurig uitgekozen kaart 
na de ne opstapeling een gegeven rangnummer Q, verkrijgt. 

Het antwoord luidt aldus: neem een der geheele ge- 
tallen, gelegen tusschen 

Ml 1 n—l n 
(Oel) 5 ed, A "Q—p A =l 
ee ne TE la 
of gelijk aan één Hee grenzen en deel dat getal door A, 
het aantal geheelen van het quotiënt weder door A, enz. 
Dan zullen de resten dezer deelingen de rangnummers 


1) 23e Jaargang (1908) blz. 99. 
2) 9d Series. vol. I, 1895, p. 184: DGERGONNE'S Pile Probleme. 
8) Educational Times Reprints, 1868, vol. 9, p. 89 
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aangeven, waarop men het hoopje met de gedachte kaart 
bij de achtereenvolgende opstapelingen leggen moet, om 
de gedachte kaart na de ne opstapeling op de Qe plaats 
te brengen. 

Hierbij is nu weder aangenomen, dat de kaarten open 
in hoopjes verdeeld worden en dat na elke opstapeling de 
geheele stapel wordt omgekeerd. 

In hetzelfde tijdschrift!) gaf ik eenige uitbreiding aan 
het vraagstuk. De daarin voorkomende algemeene be- 
schouwingen vormen den grondslag van de hier volgende 
analyse van het probleem in zijn meest algemeenen vorm. 


LE 
Formules voor elke verdeeling en opstapeling afzonderlijk. 


5. Ik ga namelijk uit van de onderstelling, dat het 
aantal kaarten N, dat men gebruikt, op meer dan ééne 
wijze in twee factoren gesplitst kan worden, zoodat bijv. 

N=Ap; = Ape ===. 0 00. 


is, en dat bij de le verdeeling A, hoopjes elk van p, kaarten, 
bij de 2e verdeeling A, hoopjes elk van p, kaarten ge- 
vormd worden, enz. 

Het is natuurlijk niet noodig, dat de werdeelingsgetallen 
A, alle verschillend zijn. 


Ik neem aan, dat de kaarten, te beginnen met de bovenste 
kaart van den geheelen stapel, altijd open in hoopjes worden 
uitgelegd, beurtelings op elk hoopje één, en dat de hoopjes 
… altijd open op elkander gestapeld worden. Ik noem het 
aantal hoopjes, dat bij de opstapeling onder het hoopje met 
de gedachte kaart komt te liggen, in het algemeen a, en 


het aantal, dat er boven gelegd wordt, a’‚; dus bij de le 


opstapeling — volgende op de le verdeeling — a, onder 
en a’, boven, bij de 2e opstapeling a, onder en a/, boven, enz. 

Wij zullen voorts de twee gevallen behandelen, dat na 
elke opstapeling de geheele stapel wordt omgekeerd en dat 
hij niet wordt omgekeerd en onderscheiden deze twee manieren 


1) 2d. Series, vol, XVI, 1909, p 121. 
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door te spreken van de methode met omkeering en de 
methode zonder omkeering. 

Bij de methode zonder omkeering blijft bij de boven be- 
schreven handelwijze de blinde kant der kaarten altijddoor 
naar onder gekeerd. En het is duidelijk, dat daarbij dezelfde 
uitkomsten verkregen moeten worden, als wanneer de 
blinde kant der kaarten altijddoor naar boven gekeerd 
blijft, zooals door GERGONNE (No. 2) en ook door AHRENS 
(No. 1) werd aangenomen. 

Bij de methode met omkeering komt de blinde kant der 
kaarten alleen boven bij de omkeering. Wanneer ik in 
het vervolg het woord stapel gebruik, denke men zich 
daarbij altijd den stapel na de omkeering, tenzij het tegen- 
deel uitdrukkelijk vermeld wordt. 


6. Als na de le verdeeling in A, hoopjes bekend is 
geworden, in welk hoopje de gedachte kaart — die ik 
kortheidshalve X zal noemen — zich bevindt, is uit het 
geheele aantal van N kaarten een groep van p, kaarten 
afgezonderd, die X noodzakelijk bevatten moet. 

Bij de 2e verdeeling wordt deze groep van p, kaarten, 
die X bevat, over A, hoopjes verdeeld. En als dan weer 
bekend is, in welk hoopje X ligt, wordt een kleinere groep 
van kaarten afgezonderd, die X noodzakelijk bevatten moet. 

Zoo wordt in het algemeen bij elke volgende verdeeling 
de groep kaarten, waarbij X zich bevinden moet, al kleiner 
en kleiner. 

Wij noemen deze groep &, d.w.z, dat zij na de le, 2e, .… 
den. verdeeling uit 


Vi, Lees: jes. 


kaarten bestaat. Wij hebben dus al dadelijk: #, =p. 

Wanneer na een zeker aantal verdeelingen de groep 
ge tot 1 teruggebracht kan worden, is de plaats van X 
bepaald. 

Het zal nauwelijks noodig zijn op te merken, dat de 
letterteekens, die in dit opstel een zeker aantal kaarten 
voorstellen, nooit anders dan positieve geheele getallen 
kunnen zijn. 


1. In het algemeen zal na iedere opstapeling de groep 
x komen te liggen tusschen twee groepen van kaarten, 
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waarvan men zeker weet, dat X er niet bij is. Wij noemen 
deze twee groepen z en 2/ en wel z de groep, die in den 
(c.q. omgekeerden) stapel boven de groep « ligt en dus bij 
de volgende verdeeling het eerst wordt uitgelegd, en z/ 
de groep, die er onder ligt. Wij hebben dan na iedere 


opstapeling : 
ziades=N . ‚ @) 
Stel nu, dat de ze En in A, hoonies elk van p; 
„kaarten beginnen zal, dan is dan voorafgegaan de 
(— le opstapeling, en de stapel, waarmede de ie ver- 
deeling wordt uitgevoerd, bestaat, van boven af, uit: 


2, _ kaarten zonder X 

ED met X 
1—l 

en Eej ntt zonder X. 


De z, _, kaarten der groep 2 komen in de onderste 


rijen en zullen een zeker aantal m, volle rijen vormen, 
die X zeker niet bevatten. Er blijven dan in het algemeen 
nog eenige, stel r. < A, kaarten over, die in de volgende 
rij komen te liggen. Men heeft dan: 
ZM; U re 
Nu komen de xv, _, kaarten der groep w aan de beurt. 
Met de r, overgebleven kaarten van groep z zullen zij op 
eenige kaarten na, stel s, <A, v‚ rijen vullen, die X zeker 
bevatten. Alzoo is: 
Eek el): Ee 
Na aanvulling van de laatste dezer x, rijen met s, kaar- 


ten van de groep 2/, vormen de overige nog een zeker 
Se volle rijen zonder X. Noemen wij dit aantal rijen 
‚ dan is: 


L_a MA dS; vre EN 
Het hoopje, dat X bevat, bestaat nu, van onder af, uit: 
m, kaarten zonder X 
%, ks met X 
en m/, s zonder X, 
en men heeft: 
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Mitt Ms =P ne oes as te (3) 

De vergelijkingen (m), (@) en (m/) zijn van elkaar af- 
hankelijk door de vergelijkingen (1), (2) en (3). 

Bij de nu volgende ie opstapeling komen a, hoopjes of 


a, p; kaarten onder en a’, hoopjes of a’, p‚ kaarten boven 


het hoopje met X. 
Past men de methode met omkeering toe, dan bestaat in 
den nieuwen stapel: de groep z, uit a, p, kaarten en de 


m. kaarten van het hoopje met X. Alzoo is: 
A; Dy M=. se (zi) 
Evenzoo wordt de groep 2, gevormd uit a’, p, kaarten 
en de mm’, kaarten van het hoopje met X, zoodat men ook 


heeft: 
a, P; en Mm’, == z, ° ° ° . . ° . (aut) 
Bij de methode zonder omkeering echter bestaat de groep 
z, uit a’, Pp; +m/, en de groep #, uit a,p; + m, kaarten 


en is alzoo: 


a, Pp; m;=z, Rh RK oe (a 

ap; tm, En en reeet verrek Ais (an) 
Door de vergelijking : 

A ne keen ette ed 


en de vergelijkingen (1), (2) en (3) zijn (z,) en (2/‚) even- 
als (z,) en (2/‚) weder van elkaar afhankelijk. 


sssbdertormuless (mm), (ah (m!) (21) (21). (25) (a)skunnen 
nu op de achtereenvolgende verdeelingen en opstapelingen 
toegepast worden, door {=1, 2, enz. te stellen. Daarbij is 


klaarblijkelijk : 
NE Oe EN 
Nn A LO 
en, gelijk wij reeds opmerkten: 
Mm br MGA (7) 


Wij kunnen er bovendien een gewichtige stelling uit 
afleiden ten aanzien van de op elkaar volgende waarden 
der groep x. 
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Daar namelijk 
is, volgt uit (x): 
of: 
En je 2). 
Nu is uitteraard A, minstens 2. Voor @, _,)2 moet 
dus DSH, 1 zijn. Voor LI? kan echter ook %, in 


zijn. En daar de groep «@ nooit o kan worden, moet voor 
Bi el OOK %,=— 1 zijn. Alzoo: 

de groep x is bij iedere nieuwe verdeeling kleiner dan bij de 
vorige; alleen als zij 2 geworden is, kan het gebeuren, dat zij 
bij de volgende verdeeling weer uit 2 kaarten bestaat ; ts zij tot 
1 teruggebracht, dan zal zij bij alle verdeelingen, die nog moch- _ 
ten volgen, steeds 1 blijven. 


Verder merken wij op, dat, wanneer De x=? is, 
Tani s, (A, 1) 


moet zijn en dus: 

d. w. z.: wanneer de groep *» bij twee achtereenvolgende ver- 
deelingen uit 2 kaarten bestaat, komt bij de tweede verdeeling 
de eerste dezer kaarten aan het eind van een rij, dus in het 
laatste hoopje, en de andere aan het begin van de volgende rij, 
dus in het eerste hoopje. 


9. Voorbeeld. Zij N=48. Neem als verdeelingsgetallen: 
AO Oe A 
dus: OD ORL: 
Zijn verder de opstapelingsgetallen : 
IEN nn 
dus : EAR Oe te 
dan heeft men voor 4 verdeelingen en opstapelingen met 
omkeering [form. (m), («) en (z,)]: 


138 


le Eg, 


—= OX6H0 | OH48=8KO6—0 AX 8 032 
32=10X3H2| 24 8432 1OX16H10=10 
10= 2X4H2| 2 4242 2X12 226 
== 8X3H2| 2 2=2X3—-2 [IX16 824 


De getallen m, en r, zijn telkens het quotient en de rest 


O9 DO 


der deeling van z, , door A, En zoo vindt men ook w, 
en s, bij de deeling van r‚+-, , door A, 


Men ziet, dat de groep « achtereenvolgens uit 8, 4, 2, 2 
kaarten bestaat en dat 2, =—=?24 is. Daar #; =,=? is, 
komt X bij de 4e verdeeling òf in het laatste hoopje — en 
dan is zij de bovenste van de twee kaarten waaruit de 
groep #,‚ bestaat — òf in het eerste hoopje — en dan is 
zij de onderste van de twee kaarten der groep #,. Wordt 
dus het laatste hoopje aangewezen als bevattende X, dan 
wordt het rangnummer van X na de 4e opstapeling en 
omkeering, van boven af geteld: z, +1 =25. Lag X ech- 
ter in het eerste hoopje, dan zou: het rangnummer zijn: 
Bite =— 20: 

Voor de methode zonder omkeering kan men eveneens 
gebruik maken van de form. (mm), («) en (z,), maar dan 
moet men in de laatste m’, vervangen door p, — m,— «uit (3). 


Or MANE Bi BAT EPT Dj Me) =z, 
nn 

O= 0OX6H0| 0448=8XO—0 | IX 8H( 8—0—-8)= 8 

8—= AUX 2 BAX | 2X16H(16—2—4)=42 
42 —=10X42| 2 4242 | IX12-H(12-10-—2)=12 
12 == 4X3H0| OH 2=lX3-l LX 164(16—4—1)=21 
Hier is «&,‚—=l en 2,=21. X is derhalve na de 4e op- 
stapeling altijd de 28e kaart. (Wordt vervolgd.) 


mm O9 DO 
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De Congruenties van Fermat en Euler 


DOOR 
GC. KREDIET (Rotterdam). 


(Vervolg.) 

14. Veronderstellen wij nu dat opnieuw q=q,q,, doch 
q, is een deelbaar getal, q, is ondeelbaar, ook onderling 
ondeelbaar met q,. De primitieve wortels van al — 1= 
0 (mod p) zijn dan noch wortels van alt — 10 (modp), 


noch van al? —1==0 (modp) en de wortels van deze con- 
gruenties zijn verschillend. De primitieve wortels van 


al —1==0 (modp) zijn dan weer wortels van de congru- 
enties (14). Hun aantal is o(q). Nu is bekend dat in het 
het geval dat ons bezighoudt is 
p (4) =P (q1) X Pp (qa) 
Zij nu v(a) de primitieve deeler van al! —1, dan is te 
stellen : 
aft — 1 —=v(a) X F (a) 
waarin F(a) de vereeniging is van alle factoren, die elk 
voor zich deeler zijn van een vorm a” — 1, waarbij » 
deeler van q,. 
Wij hebben dan ook: 
al — 1 p(al?) XF (af?) 
en dus is: 
al _ paf?) F(af®) 
pf v (a) F (a) 


De factoren van F (a) zijn deelbaar op de overeenkom- 


stige factoren van F' (a??), omdat a“ —1 deelbaar is op a“ 121. 
v(a) is echter alleen deelbaar opaf!—1 doch niet op 
d*—1 en daaruit volgt dat b(a) evenmin deelbaar is op 


a'Î2_1, want nq, is nooit een veelvoud vang, v (a) is dus 
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deelbaar op v(al?) en dit quotient, dat wij weer f(a) zullen 
noemen, is van den graad qs X @(q,)—e® (q,) di. van den 
graad p(q,)X (qa —1) =p (gi) Xp (qe) =P(qg). Nu is f(a) 
deelbaar op v(af?) en deze laatste is deeler van al —1, 


doch op geen vorm a” — 1 waarbij n <q. Wij besluiten 
hieruit dat: 


BUACONEEE 8 

f(a) TE NEE ER 

de primitieve deeler is van af —1 en de congruentie 
f(a) =0 


bevat alle en uitsluitend de primitieve wortels van al — 1 ==0. 


15. Wij willen door een voorbeeld laten zien dat wij 
door bovenstaande bewerking langs eenvoudigen weg den 
primitieven deeler kunnen vinden. 

Voor a?—l1 is de primitieve deeler a +1. Voora® —1 


zi 
is hij dus Zeta. Voor a%° —1 is hij dus: 


Oe a 7 5 4 3 
Tan ikl a —af—at—at +atl. 
Lj 
et 


ad-1. 

Voor a°° —1 zal hij zijn 
gg alt gel 

at —at a? —adt-1 
Pe a! 6 En att t a! 3 J- a! 2 ie a! Late q8—at—af aal. 

De primitieve wortels van: 

at® — 120 (mod 71) 

zijn dus de wortels van de congruentie die ontstaat, als 
wij de laatst gevondene uitdrukking congruent met nul 
stellen vor den modulus 71. Is de modulus 211, dan levert 
diezelfde congruentie, doch voor den modulus 211, de 
kubiekresten. 


16. Zij eindelijk q = Ag,q24s.…. gj, waarbij A geen andere 
factoren heeft dan de ondeelbare getallen q,, g>, 43.47 
Zij q1424s Op =n en zij v(a) de primitieve deeler van 
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a“ —1. Alsnu zal vlas ) een deeler zijn van a/—len hare 
graad is p(q) want o(q)= Ar (n), terwijl p(n) de graad 
van v(a) is. 

Is nu weer: 

a —1=v(a) X F (a) 

Zoo is 

dta EE). 

In $ 12 hebben wij aangetoond dat de primitieve wortels 
van al —1==0 de wortels zijn van de congruenties da eN 
als de waarden b de primitieve wortels zijn van a — 1 =0, 
allen voor den modulus p. Nu is (a) ==0 de congruentie, 
die de wortels b bevat en dus is p(a*)=0de congruentie 


die de primitieve wortels van af —1==0 tot wortels hecft. 
Wij hebben dus nu 


.\ 
BU AU Eere (16) 
Wij merken op dat f(a) nu niet deelbaar is door v(a) 
want in casu zouden de wortels b primitieve wortels zijn 
van al —1==0 (modp) terwijl zij dit zijn voor a” —1=0 
(mod p). 


17. In verband met de in $ 15 gevonden waarden zijn — 
dus de primitieve deelers van af —1, wat of q ook moge 
zijn, onmiddellijk op te schrijven. Wij geven de volgende 


tabel : 
a —l1 ad-1 
at —] a +1 
n | onl 
a —lÌ a +1 
Del (hates Re! 
n n—l n -l 
a — 1 Beken nt +1 
at —1 La? —atl 
alt —1 at —a? +1 
eee in 
A om n m-1 n—l oml 
a LO a A Be en, sE 
as —l 


Lat da? da? dal 


zee a ie ek Id sal 

ale —1 at —a da —atl 

ate —1 Me te 

alë —_l Gerd dend an 4 ded. 

hd 0 indien ard AS eel 

as —1 A aaf 

aise] at? Jat*—a3t —a?t— als Haf t1 

pr en | att Lats al9— als alt— als altd glt 
lr A | 

enz. 


Wij merken nog op dat als f(a) de primitieve deeler is 
van al —1, waarbij q onderling ondeelbaar met 2, zoo is 
_f(—a) de primitieve deeler van a“? —1. Is toch 

al —1=f(a) XF (a) 
zoo is — (al HI =f(—a) XF (—a). 
en dusis al —1—=— f(a) Xf(—a) X F(a) X F(—a) 


en daar F(a) de deelers bevat van de factoren a” —1 
waarbij n <q en deeler van q,‚ zoo bevat F (— a) de deelers 


van af +1, en dus ook de deelers van a°”— 1. Alleen op 
dels f(—a) deelbaar en dus moet f(a) X f (— a) == f(a?) 
zijn. 

Behalve voor de ondeelbare getallen 2 en 2’ +1 zal 
p —1 andere factoren dan 2 bezitten. Zij nug =2Ag,-.q7, 
waarbij A alleen factoren 2, q,, Qs. gy, die wij weder 


ondeelbaar nemen. Nemen wij voorloopig A=l. Voor 
a —l is a+1 de primitieve deeler. Voor: 


jb 
ali 1 is zij dus ee 


alide 1 Saed 
GET gl eet 
afideds 1 als ae! afz +1 aft ke: 


al21s 1 ad173 et a Matt al 
Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 2 


Voor: 


aide 1 is zij dus Voor 


a21idels 1 is zij 
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enz. Wij krijgen deze vormen door in den voorafgaanden 


a door he te vervangen en daarna de verkregen uitkomst 
met het omgekeerde van dien vorigen vorm te vermenig- 
vuldigen. 

Voor a=l worden al de verkregen breuken 4 en daarom 
is voor den primitieven deeler f (a) de eigenschap aanwezig 
zaal 

Voor a—=—l worden alle breuken &. De waarde is 
dus volgens den bekenden regel van Hopital gemakkelijk 
te bepalen, nl. (@ en ” zijn oneven) 

EE malend | nd ) 
HETE (voor ad =— Ur En (voor asen 

a +1 ma 

Wij vinden dus: 


ne Lelelen es Met 
ir U VEE 4193 ds Q1Y2 
en deze uitkomst is altijd juist als de exponent van a 


meer dan een factor q, bevat. Indien dus q=2g,gs XN, 


waarin N==1 of een getal ontstaan door vermenigvuldiging 
van ondeelbare getallen, niet q, en q, zijnde, zoo is, als 
P de som is van de coëfficiënten der termen met even 
machten van a en Q, die voor de coëfficiënten der oneven- 
machten : 
P4+Q=lenP—-—Q=l 

dus Bl en 

Is A#1 zoo is P de som van de coëfficiënten van de 
van de termen met evenmachten van an en Q die voor de 


termen met oneven machten van ze Deze eigenschap kan 
als controle gebruikt worden voor de juistheid der deelingen 
om f(a) te verkrijgen. 


1) Men kan ook aldus handelen : 


TE nn rt rn 
on 4e er dok es 
Nu is #—2 zoowel als mm —2 oneven, Voor a=—l1l wordt 


de tweede breuk — omdat alle termen van teller en noemer + | 


worden, 
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18. Een andere eigenschap der primitieve deelers zij 
nog vermeld. Vervangt men eerst a“ —1 door a” — ben 
daarna door 1—b” zoo zullen de primitieve deelers zijn 


van den vorm 1...b?® en daar p(n) altijd even is 
als n= 2g,qs XN, zoo volgt hieruit dat de vorm wederkeerig 
is. Men kan dus volstaan met de deeling voort te zetten 


tot de term a? ® verkregen is. Wij schreven +1? ®) 
want uit de vormingswijze, aan ’tbegin der vorige para- 
graaf vermeld, volgt wel dat de laatste term van f(a) 
altijd + 1 moet zijn. 

Aangezien p(n) altijd even is (uitgezonderd n—=2) zoo 
vinden wij nog in verband met de eigenschappen uitge- 
drukt in (8) van S 3. 

Het product van de primitieve wortels van de congruentie 
D= 0 (mod. p), waarbij q deeler van (p — 1) of (p —Ì) 
zelve, verminderd met de eenheid, is congruent met nul voor 
den modulus p. 

Ís q van den vorm Aq‚qs..….qj zoo is de som van die 


primitieve wortels congruent met nul voor den modulus p. 


19. Men kan zich op gemakkelijke wijze een beeld 


maken van de wortels van af zaet = 0 (mod. p), waaruit 
alle eigenschappen van die wortels onmiddellijk zijn af te 
lezen en waardoor het zoeken van een primitieven wortel 
zeer vereenvoudigd wordt. 

Men verdeelt daartoe een cirkel in p—1 gelijke deelen 
en nummert de stralen der deelpunten met de nummers 
1 tot p—l. Aan het uiteinde dezer laatste plaatst men 
+1. Wij schrijven +1, omdat wij de algemeene gewoonte 
willen volgen, om de wortels grooter dan en aan te ge- 
ven door het complement tot p, voorzien van het negatieve 
teeken. Is nu p—l even, en dit is altijd het geval als 
p>2 (en voor p=? is de toestand al zeer eenvoudig te 


Et 
overzien) zoo plaatsen wij aan den straal no. Zn het 


cijfer —1. Is nu een primitieve wortel bekend, b.v. 3 is 
een primitieve wortel van 31, zoo plaatsen wij aan de 
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uiteinden der stralen, genummerd 1, 2, 3 enz., de getallen 
congruent met 3, 3?, 3% enz. Hierdoor ontstaat het onder- 
staande beeld, waarbij elk getal verkregen is door het 
voorafgaande met +3 te vermenigvuldigen. De getallen, 


Bt Led 


15 


35 


+ 10 3 


_10 


BE 


+14 +11 


staande aan het uiteinde van een straal, waarvan het 
nummer onderling ondeelbaar is met 830, zijn de primitieve 
wortels. Deze zijn dus 3, —14, +13, —7, —9, +12, + 1Ì 
en — 10. 

Teekent men in den cirkel een regelmatigen veelhoek, 
beginnende bij de straal no. 30 en welks eerste zijde naar 
een der bedoelde uiteinden loopt, zoo ontstaan alle regel- 
matige 30-hoeken die er mogelijk zijn. 


20. Kies nu uit den cyclus der getallen een willekeurig 
getal b.v. +10. Dit getal staat aan het uiteinde van straal 
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14. De G. G. D. van 14 en 30 is 2, daarom is 14 een pri- 
mitieve wortel van de congruentie: 


a? —1=0 (mod 31) 
d.w.z. +10 is een primitieve kwadraatrest. Nemen we 
J-4 aan het einde van straal 18. De G.G.D. van 18 en 30 
is 6 en dus is +4 een wortel van | 


at —1=0 (mod 31) | 

en wel een primitieve wortel ervan. Omdat 18 en 30 

beide deelbaar zijn door 2 en door 8 is + 4 zoowel kwadraat- 
rest als kubiekrest. 

Nemen we nog —b, aan het uiteinde van straal 5. De 


G.G.D. van 5 en 30 is 5. — 5 is dus een primitieve wortel 
van a5 —1=0 (mod 31) 
d.i, van a° —1 =0 (mod 31) 


dus —5 is een wortel van den primitieven deeler van 
a® — 1, congruent gesteld met nul, di. van 
a* —at1==0 (mod 31) 

De andere stralen van den regelmatigen zeshoek wijzen 
naar de getallen —6, —1, +5 en +6. De nummers bij 
de=stralen der eerste drie getallen hebben met 30 een 
grooteren G.G.D. dan 5, het zijn dus geen primitieve wor- 
tels van af —1==0 (mod3l). Het blijkt dus dat +6 de 
andere primitieve wortel is. 


21, Het beeld geeft dus onmiddellijk de eigenschappen 
van iederen wortel aan. Doch er is meer. Neemt men 
twee willekeurige stralen, b.v. no. 5 en no. 9 en verme- 
nigvuldigt men de twee wortels met elkander, zoo verkrijgt 
men een getal, congruent met dat, staande aan straal 
no. (549). Het bewijs hiervoor is al zeer eenvoudig. 
Evenzoo geven twee getallen, staande aan de stralen n + a 
en 2—a een product, congruent met het kwadraat van 
dat, staande aan straal n. In ’t algemeen vertoont de cyclus 
veel overeenkomst met de vermenigvuldiging van rich- 
tingsgetallen. 

Neemt men twee getallen naast elkander staande, b.v. 
— 14 en —1l en is de primitieve wortel, waarmede de 
cyclus is opgebouwd onbekend, zoo moet, als x die wortel is 

TX l4—(—11) 0 (mod 3) 
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d.i. —l4.e 411 =31g. 

Er is maar ééne waarde voor # gelegen tusschen — 5 
en +15 (deze grenzen niet uitgesloten) die hieraan voldoet. 
Men vindt gemakkelijk 

B 

Gaat men den cyclus in tegengestelde richting rond, 

zoo is op te lossen 

— ll +14 =3ly 
en alsnu vindt men #=—=— 10, zijnde de primitieve wortel, 
die aan de andere zijde van +1 staat. 


22. Uit het voorgaande blijkt dat het opbouwen van den 
cvelus mogelijk is als men 2 wortels naast elkander heeft 
gevonden. Nemen wij nu p=6l. Wij vinden gemakkelijk 
dat 13° —(— 13) +1 =183 dus is — 18 een primitieve wortel 
van af —1==0 (mod. 61). Wij verdeelen nu een cirkel- 
omtrek in 60 deelen en plaatsen aan de stralen no. 10, 20, 
30, 40, 50 en 60 achtereenvolgens —13, 13? =—14, —1, 
+18, +14 en +1. Evenzoo is gemakkelijk te weten 
11° +1 =122, dus zijn +11 en —11 primitieve wortels van 
at —1==0. Zij moeten geplaatst worden aan de stralen no. 15 
en no. 45. Wij doen dit willekeurig b.v. +11 aan no. 15. 

Wij lossen nu op: 

—_18.#— 11 =6lg. 

Wij vinden daarvoor @ =— 29. Bij straal no. 5 komt nu 
— 29 te staan en bij de nummers 25, 35 en 55 plaatsen wij 
—14 X 29 == 21, +29 en + 21,» Hiermede isde Een 
voor at? —1 =0 gevonden. 

Wij vinden nu verder gemakkelijk dat 25 + 29 — 61, dus 
is 25 =—29 en —29 is geplaatst aan straal no. 5, dus komt 
2 aan straal no. 1, waardoor de verdere opbouwing ver- 
kregen is. 

Langs den anderen kant gemeten is — 29 bij straal no. 55 
en dan komt 2 bij straal 11 (dus bij straal 49) te staan. 
De cyclus is dan evengoed op te bouwen, want bij straal 
50 staat +15. Wij moeten dus voldoen aan 

2e — 145614 
en daarvoor is #—= 7 het antwoord. Men zoude alsdan op- 
bouwen naar den primitieven wortel +7, die dus nu aan 
straal no. 59 komt, 


ot 
De 
no 
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Wij geven nog een beeld, waarbij opgebouwd is naar 
den primitieven wortel + 6, om den lezer in staat te stellen 
de gevonden cyclus te vergelijken. Hij zal de primitieve 
wortels van onderling verwisseld zien, b.v. +21 en + 29, 


-5 M_12 
18/2 at red 
+- 

4 


+15 
bed Wil _18 


z20 Ë 
+2 +12 ‚11 +5 +50 


zijnde de primitieve wortels van a!?—1==0 (mod. 61) 
staan aan de stralen 5, 25, 35 en 55, zijnde de 5-vouden, 
die met 60 geen G.G.D. hebben grooter dan #8. 


23. Deze cyclus geeft ook onmiddellijk de oplossing 
van de congruentie 


a” =b (mod. p) 
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Wij nemen: 
bii nmod: 61) ‘ 
Het geval 5 vinden we aan het uiteinde van straal no. 46. 


Hieruit blijkt dat 5 een primitieve kwadraatrest is van 61. 
Wij moeten dus stellen : 


ny, . 
waarin nu y willekeurig genomen kan worden en z< 30 
voldoen moet aan: 


5° =21 (mod. 61) 

Uit den cyclus blijkt dat 27 staat aan straal no. sd en 
aangezien 54 even is, is aan de congruentie te voldoen. 
Stond 27 aan een oneven nummer, dan zoude de regel- 
matige 30-hoek (1,5 enz.) geen hoekpunt bij 27 hebben. 

Wij moeten nu voldoen aan de vergelijking: 

46z — 60u — 54 
of 232 — 30u = 21 
waarvoor wij vinden z=9, zoodat de oplossing is: 


5 F9 27 (mod. 61). 
Door middel van den cyclus is dus gevonden van welke 


congruentie a” —1==0 (mod. 61) 5 een wortel is, en tevens 
is onmiddellijk uitgemaakt of en hoe aan de congruentie 
is te voldoen. 


24. Wil men in 8-tallig stelsel + tot een repeteerende 
breuk herleiden, zoo geeft onzen gest onmiddellijk het 
aantal cijfers van de periode aan. Immers 8 staat aan 
straal nos9. De GGD. van 9 en-{0vis 3: "Het 
cijfers van de periode is dus £? =20. Men leest boven- 
dien de achtereenvolgende resten van de deeling op 
den eyclus af door de getallen te nemen aan de uit- 
einden der stralen no. 60, no. 9, no 18, no. 27 enz. telkens 
9 verder, m.a.w. door den regelmatigen ster-20hoek te 
teekenen, beginnende bij +1. 

Op den eyelus in $19 blijkt, dat 10 primitieve kwadraat- 
rest is van 31. De resten van de deeling van 3} zijn dus 
achtereenvolgens: 

1, 1007 rar LS 2D zee dn del Oe LOE NS 
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Men kan hieruit afleiden dat de opvolgende quotientge- 
tallen zijn (men lette op het laatste cijfer der volgende rest): 
032258064516129 


zr — 0,032258064516129, 
Men kan nog het volgende in den eyelus lezen: 
105 — 25 =0 (mod. 31) stel = A X 31 
25 X105—5 =0 (mod.31) „ =BX3I 
Del0s= {e= 0Ormods31) … CX Sl 
dus ook 
1015 —1=(AX1010 + BX 105 + C) X 81. 

Hieruit volgt: 

1015 — 1 =[A X (1010 —1) + B X (10% — 1) X 31 + 
+ (A+ B+4C) X 31. 

Nu is 109 —l deeler van 10° —1 en 1015 —-1 en daar 
81 wel deeler is van 1015 — 1 maar niet van een lagere 
macht van 10, verminderd met de eenheid, zoo moet 
A —+B—+4C een getal zijn dat deelbaar is door 10° —1. Nu 
zijn A, B en C de getallen, die men verkrijgt als men de 
periode voor 5, in drie deelen elk van 5 cijfers splitst. 
De som dezer getallen is dus of 99999 of een veelvoud er 
van. Men kan op gelijke wijze bewijzen dat de getallen, 
die men verkrijgt, als men de periode in vijf deelen ver- 
deelt, tot som hebben 999 of een veelvoud ervan en hier- 
mede is langs eenvoudigen weg een merkwaardige eigen- 
schap van de periode der repeteerende breuken bewezen. 


24. Zooals bekend is is 2’ —1=127 en dus is 2 een 
primitieve wortel van a? — 1==0 (mod. 127), waarbij 127 
een ondeelbaar getal is. De cyclus van 127 kan men dus 
maken en bij de stralen no. 126, no. 18, no. 36, no. 54, no. 72, 
no. 90 en no. 108 de getallen, 1, 2, 4, 8, 16, 32 en — 63 
plaatsen. Bij de diametrale stralen staan dan —1, —?2, 
—4, —8, —16,—32 en + 65. 

Nu gaan wij de getallen na, congruent met: 

Dr 3 ==, 346, 35 11,3 == — 33, 
37 =28, 38543, 32 == —2. 

Deze laatste straal is reeds aanwezig. Hij is no. 81. 

Van den straad no. 126 is hij òf 81 òf 45 verwijderd. 

Als wij, omdat wij de 9de macht van 3 kregen, deze 
afstanden in 9 deelen verdeelen moet bij de eerste straal 


en dus is 
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dier verdeeling gerekend vanaf den straal met +1 het 

getal +8 staat. De eene richting is daartoe ongeschikt, 

omdat bij de stralen 18, 56 enz. reeds de andere getallen 

staan. Wij moeten dus +3 plaatsen bij straal no. 121 en 

daar 121 0.0. is met 126, is 3 een primitieve wortel van 
| als ne (mod.121. 

Wij krijgen bij straal no. 90 het getal 32 en bij straal 
no. 91 (zijnde 7 X5 van af 126) 28(=37), zoodat wij twee 
stralen naast elkander bezet hebben. Men kan nu: 

1° doorgaan met om de 5 stralen de resten van de op- 
volgende machten van + 3 te plaatsen ; 

20 van uit elke reeds bezette staal (in den zin van den 
gang van zooeven) de stralen om de 5 bezetten met het 
getal bij het uitgangspunt, vermenigvuldigd met +3, +9 
enz. tot de cyclus gevuld is; 

80 de vergelijking 

92 — 28 —= 1264 


of BT (z 4 4) 


oplossen. Deze oplossing levert #—=— 7. Met dezen pri- 
mitieven wortel wordt nu de eyelus voltooid. 

Wij zien hieruit dat het opbouwen van den cyclus 
menigmaal zeer eenvoudig kan zijn. 


25. Men kan met behulp van den cyclus onmiddellijk 


de rest van de deeling bepalen van a door p. Stel, wij 
wenschen de rest van de deeling van 385°%% door 61. Nu 
is 985 == 19 (mod.61). De rest is dus die van 197%%, Nu is 
189 =12 X 6013. De rest is dus.die van 19!5, Wij vinden 
19 aan straal no. 88. De rest van 19!% staat dus aan straal 
no. (38 X 13) =no. (494) = no. 14. De rest is dus — 12 of 49. 


Wenschte men de rest te bepalen van 385733 ie bij deeling 
door 61, zoo zoude de rest van 733!? bij deeling door 60 
bekend moeten zijn en deze rest moet bepaald worden 
door behulp van de eigenschappen van congruenties met 
deelbaren modulus. Wij gaan daartoe over. 


26. Is p een ondeelbaar getal, dan is volgens de con- 


gruentie van FERMAT Deeb =0 (mod. p) en hieraan 
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voldoen feitelijk alle getallen die met p 0.0. zijn. Wij 
kunnen daarom schrijven: 


nd 
a =d + np. 
Er zijn nu twee gevallen mogelijk nl. n en p zijn 0.0. 
en n is deelbaar door p. Het eerste is het algemeene, het 
tweede het bijzondere geval. Uit onze vergelijking volgt: 


AD npt ian + UD ep: 


Van af den tweeden term zullen alle termen deelbaar 
zijn door p of een macht van p. Wil men nu dat alle 


—l) 


termen van a’? — 1 deelbaar zijn door p”, zoo is noo- 


dig en voldoende dat q deelbaar is door p°* L Neemtmen 


al RE 8 
g=p zoo krijgt men de congruentie 
al 
Er ED (od pf SAT 
en alleen voor bijzondere waarden van a (nl. als n een 
p-voud wordt) is een congruentie van lageren graad van 
denzelfden vorm mogelijk. 


Is p —=2 dan is e= lt 20 en dan is: 
a? =4n? + 4n +1. 
Nu is „2? + n altijd even, wat of n ook is en daarom is 
a? —1=23-voud, als a oneven is. In dit geval moet dus 
geschreven worden voor (17): 


a? 
DM MEN (mod. p”) 


27. Veronderstel nu dat p,, p>, ps... Py, ondeelbare ge- 


X 
tallen zijn en zij P—p‚*! Xps*? Xps°* Xp; £ Wij 
weten dan : 
p al 
aft 


Re =— 0 (mod. p‚°!) | 


af? é e= D_4=0 (mod %2) 
| DT De (18) 


’ 


Py. h bie «7, 
d — 1 =0 (mod. p‚, ) 
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Nu zijn alle eerste leden deelers van 
a, —l dee dn 
Die (il) 2D (Pal) Xe HL (Pyl) 
d en 
en daarom is deze uitdrukking congruent met 0 voor den 


modulus P, mits a 0.0. is met p,‚, p,... en p‚. dus 0.0. 
met P. De exponent van a is, zooals onmiddellijk is in 
te zien gelijk aan o(P) en wij vinden dus 
NET =O (mod. Pan 
Deze congruentie heet de congruentie van EULER. Zijn 
alleen getallen, kleiner dan P, als wortels te beschouwen 
dan heeft zij evenveel wortels als haren graad aangeeft 
Evenwel zijn de eigenschappen van S$ 2,3 en 4 hierop 
niet van toepassing. 


28. Men kan de congruentie van EULER ook bewijzen 
zooals wij die van FERMAT hebben aangetoond ($ 5). Zijn 
EPC Oe et: le de getallen kleiner dan P en 0.0. met P 


(wij zullen zeggen „de getallen van »(P)”) dan zullen rr, 
en rr, bij deeling door P niet dezelfde rest kunnen geven 


en bovendien zullen die resten getallen van w(P) zijn. 
Indien toch Hr nd (mod. P) ware, zoo zoude rent 


door P deelbaar zijn, hetgeen blijkbaar onmogelijk is. Men 
zal dus moeten hebben: 
1 NEPA OT XN) Xn XP, XN) 


md On Xu KT (mod. P) 
dit elen Dad EE, EP) 1)=0 (mod. P) 
en MAAN THM Hie TA ONE Fo 0.0. is met P, zoo is 
ML — 1 door P deelbaar. Wij kiezen evenwel het bewijs 
der vorige paragraaf voor nadere beschouwingen. 


29. Wil de congruentie 


a 10 (mod. Pen 
juist zijn, dan is blijkbaar noodig en voldoende dat N deel- 
baar is door de uitdrukkingen : 
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—l 


“TE p, —D, DP (pr ID PT (De -D 
arl 
Dy. (py, zh) 
Verlangt men nu de kleinste waarde van N te kennen 
die hieraan voldoet, zoo is N het KGV dier getallen. De 


getallen p, —1, p,—1, Ps —1,....Py,— lhebbeneen KGV 


kleiner dan hun product, want hoogstens is een der ge- 
tallen p,, p>-.-py even. Noem het KGV der getallen 


Me AOL vink media | 
P DD lire 
K en zij A=p; ! en Xs. XP dan is noo- 
dig en voldoende dat N het KGV is van A en K. De pro- 


ducten p° (p—1) hebben den factor p tot de macht «, doch 
p-—l heeft geen enkelen factor met P gemeen. Komt dus 
in K p tot een macht voor hooger dan «, zoo zal dit ook 
waar zijn voor N en daar p—l deeler is van K, is zij ook 
deeler van N. Het KGV van A en K is dus de kleinste 
waarde van N. Is p,—=2 en «—=?2 of meer dan moet 4 N 
genomen worden. 

Natuurlijk zal voor bijzondere waarden van a een con- 


Pi 


gruentie van den vorm a” — 1 =0 (mod. P) niet uitgesloten 
zijn, doch deze congruentie omvat dan minder wortels 
dan @ (P). | 

OE Re Pike dadh N= 6, De 
congruentie a° —1==0 (mod. 252) 
heeft dus 72 wortels. 


30. Is a? —1 ==0 (mod. P) 
dan is gemakkelijk aan te toonen dat de wortels van deze 
congruentie ook voldoen aan 
a’ —1==0 (mod. P) 
waarbij g de GGD is van gen N (eventueel £N). Zij qg = mg 
en N==ng dan zijn m en n 0.0. Wij benaderen nu ee 


door middel van een kettingbreuk. De laatste naderende 
Mi 
je 


breuk zij Alsdan is m,n — mn, = tl. Nu weten wij 
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al =1 (mod. P) dus is ook a”1?=i (mod. P).- Uit al = 


(mod. P) volgt at Ge =1 (mod.P). Hieruit leiden wij af 


PORR WEN (mod. P). 
De beide exponenten verschillen g, daarom moet voldaan 


worden aan: — 1 =0 (mod. P). 


31. Wij nemen aan dat q een ondeelbaren deeler van N 
is en beschouwen de congruentie 

al ==1=0 (mod. P) 

Zij r‚ een wortel van deze congruentie, die van de 

eenheid verschilt. De getallen congruent voor den modulus 


gl 
P met de getallen 7% #,5,...r, {zijn dan ook wortels 
van deze congruentie, zooals onmiddellijk is in te zien. 
Er zijn dus steeds q wortels. 
Zij nu r, een wortel van (21), die van de vorige getallen 
S } Er 
verschilt, dan zullen #, 73% #35... raf wederom een 
reeks wortels vertegenwoordigen, want 
dOr mn 
Pen IOM 
is uitgesloten. 
Stel toch wij hadden 7, !==r,"? (mod. P) 
dan zouden wij ook hebben: 
NM n 
ri zer, Ze (mod. P). 
Omdat nu m, 0.0. is met q en g een ondeelbaar getal 
is, zoo is te voldoen aan de voorwaarde nm, == q-voud +1 
° in gen 
en dan is 7, "!==r, (mod. P). 
Is dus r, een nieuwe wortel, dan zijn 7,2, r,°. Win 
ook nieuwe wortels. 
Maar dan zijn #,r,, #4r,° enz. of de getallen dier daar- 
mede congruent zijn wederom nieuwe wortels en het 
geheele stel zal zijn : 


1 1 Pe . e e rh 
—l 
1e fe PATS HET r{ Fa 
—l 
KN Te re 
NET —l — —l gl 


zoodat er alsdan q? wortels zijn. 
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Zoo zijn 1, 4 en 16 wortels van a? —1==0 (mod. 63) en 
ook 1, —5 en +25. Wij hebben dus de wortels: 


1 } 16 
—h — 20 rd | 
25 — 26 22 


Was er nog een wortel #3 wederom verschillend met 
deze, dan zoude (21) q? wortels hebben: Wij besluiten 
hieruit dat (21) g, q?, q° .……. wortels heeft. 

32. Zijn q,‚ en q, beide ondeelbare deelers van N (of £ N) 


zoo zullen de congruenties a°t —1==0 (mod. Een TEE 
=0 (mod. P) geen wortels gemeen kunnen hebben, zooals 
weer is aan te toonen, door twee getallen m en n te 
zoeken, die voldoen aan mg, — ng, =l. Is r, een wortel 
van de eerste en is r, een wortel van de tweede, zoo zal 


rirs een wortel zijn van af!!? — 1 =0 (mod. P) en evenzoo 
is r,1r,12 een wortel van deze laatste congruentie. Heeft 
alt —1==0 (mod. P) q,°* wortels en al? —1==0 (mod. P) 
qa? wortels, zoo heeft all? —_1==0 een aantal wortels 
DE waarvan er 


a a? a! ag Es Az Ze 
tk) (qz PI) promittef 
zijn, als wij weer die wortels primitief noemen, welke 
alleen voldoen aan de congruentie zelve, doch niet aan 
een van lageren graad en van denzelfden vorm. 


De vraag rijst nu of deze q,°* . q,” ? wortels alle wortels van 
de congruentie al!f? — 1 =0 (mod. P) omvatten. Stellen wij 
dat r‚ een wortel dezer congruentie is, dan is ee == tAeh 
r 2e =r;terwijlr, en r, respectievelijk wortels van ales 
=0 (mod. P) en af: — 1 ==0 (mod. P) zijn. Nu is natuurlijk 


n El, n At ° 
r; Har ‚ en wij kunnen » zoo kiezen dat nq, = mg, + 1. 


. m Les Nn an Nn 
Dan is dus r, vd r, in en dus ook r‚X pj sn Door 


nu met Ee, te vermenigvuldigen krijgen wij 


92 


dh, ° et n — NN 
M en dus is vn se zoodat 


re ko zn DIe rd 
dus werkelijk alle wortels van de congruentie an 
=—0 gevonden zijn. Dit bewijs eischt dat m geen veelvoud 
van q, is en uit de vergelijking blijkt dat dit geval uit- 
gesloten is. Mocht m grooter zijn dan g,‚ zoo vermenig- 
vuldigen wij met dat veelvoud van q,‚ verminderd met m, 
dat noodig is om de exponent van r, in het tweede lid 


positief te maken. 
33. De redeneering in de vorige paragraaf eischt feitelijk 


alleen de onderlinge ondeelbaarheid van q, en g, en daarom 
zullen wij mogen besluiten dat als de congruenties 


al —1 0 (mod.P), a!2 —1=0 (moden 
07. 
bit 0 mode) 


waarbij q,, qs....q,, onderling ondeelbaar en allen deelers 
% id 

van N, respectievelijk q,°!, qa? eq 8 wortels hebben, 

veilen 

zoo heeft de congruentie a — 1 0 (mod, P) 
% 
ko 

1e UP Rn Der 


as ” 
wortels, waarvan er (q,°* —1) (qa? —IX … X(q7, Oe 1) 


primitief zijn. Omdat N alleen die factoren kan bevatten, 
die in p(P) voorkomen, zoo is duidelijk, dat vo (P) altijd in 
a’ a a’ 

den vorm g, Ber Ëe …Q7 ke geschreven kan worden en 
daar het aantal wortels niet grooter kan zijn dan p(P) 
kunnen a,, «a... „de exponenten van 
« 7 

q1 1.92 Or PE 
zijn, doch zij kunnen ook kleiner wezen. 


/ / 
geit % 5 


34. Zij r,‚ een wortel van af! — 1 ==0 (mod. P) en r een 
willekeurig getal 0.0. met P. Wij weten dan dat rr, con- 
gruent is met een der andere getallen van de getallen 
p(P) b.v. met r,. Alsdan is ook 
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r'ir, Tr! (mod. P) 
Hiervoor kunnen wij schrijven 
ritter! =rj (mod. P) 
en daar de eerste term door P deelbaar is, zullen wij hebben 
ri =rj! (mod. P) 


PRT ee teerde d wortels van at! — 1 =0 
(mod. P) zoo zullen wij voor de getallen r‚, die congruent 


zijn met de getallen r, rr,‚, rr, rr, ook q,” verschil- 
lende getallen van p(P) vinden ($ 28) en hieruit besluiten 
wij dat 

ri =rj! (mod. P) 


evenzoo q,” wortels heeft. 
De getallen van p(P) zijn dus in groepen te verdeelen, 


ieder bestaande uit q,° getallen. Voor elke groep heeft de 
q‚de-machtsrest voor P dezelfde waarde. Er zijn dus 


PP), 


{1 
q‚de-machtsresten van P voor de getallen van v(P). 
35. Zij nu Je REN pk Zl dan is ae —_1=0 
(mod. P). Als wij bijzondere waarden uitsluiten, zoo zal 


gn, =—=N (of N) moeten zijn. Is nu Nets DAE oee HAL 
bevat n,‚ den factor q,‚ tot de macht 2—1. Nu heeft 


B —1=50 (mod. P) e(P) wortels en hierin komt q, voor 
tot een macht y. Het ligt nu voor de hand dat wij moeten 


hebben q,* X nn —=g’ en hierin ligt een middel om 
a te bepalen. 

(PJ 2 IK 1262? 
terwijl wij hebben ;N=2°.3. Hieruit volgt, als wij g, =2 
nemen: @ ==? en a =4, zoodat a? — 1 =0 (mod. P) 2* wortels 
heeft. Dit klopt met de werkelijkheid. at — 1 == 0 (mod. P) 
heeft 25 wortels. a? —1==0 heeft 3? wortels en a!? — 1 =0 
Meo 0 (EP). 
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36. Voor P—=252 ís a° —1==0 de congruentie die de 
p (P) wortels bevat. De wortels van a? —1 = 0 (mod. 252) zijn: 
el 0D 
ele 121 
die van a° —1 =0 zijn: 
B! 25 121 
81 —83 —59 
109 — 47 85 
Men kan daarom de 72 wortels van a® — 1 == 0 (mod. 252, 
voorstellen door: 
1 25 121 
8l —83 —59 
109 —41 85 
doch men overziet daardoor die wortels niet. 
Wij hebben een beeld ontworpen op een bol, doch zijn 
overtuigd dat het zeer moeilijk zal zijn een dergelijk beeld 


Eila 


XK | ae +121 


Fig. 3. 


te ontwerpen als in A0 (mod. P) de exponent N 
meer dan 2 ondeelbare factoren heeft. 
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In ons beeld (fig. 3) zijn vier groote cirkels, die door 
dezelfde middellijn gaan en „elkander snijden onder hoeken 
van 45°”, verdeeld in 6 gelijke deelen. De wortels van 
as —1==0 (mod. 252) zijn geplaatst op de stralen no. 2 en 
no. 4 (naar 1 is straal no. 6) en daardoor komen de primi- 
tieve wortels (de eenheid is geen primitieve wortel) van 
a® —1l op den kleinen cirkel. Tegenover +1 staan de 
primitieve wortels van a? —1==0 (mod. 252) in een wille- 
keurige volgorde. Op den kleinen cirkel, die de uiteinden 
der stralen no. 1 en no. 5 verbindt, vinden we 8 keer 
1 getallen. Deze 7 getallen zijn nu zoo bepaald dat hunne 
Sle machten congruent zijn met de wortels van a? — 1 ==0, 
in de volgorde waarin deze zijn geplaatst. Hunne kwadraten 
zijn congruent met de bijbehoorende getallen op den 
anderen kleinen cirkel. Afgezien van het teeken is het 
eerste getal + het laatste van de vier altijd 126, zooals 
wij dat bij de wortels van a? —1==0 hebben gekozen. 

Men kan bij deze wijze van voorstellen duidelijk zien 
dat de primitieve wortels van a° —1==0 (mod. 252) zich 
tot 4 groepen vereenigen en dat elke groep wederom in 
vieren te verdeelen is. 


37. Wil men nu de rest der deeling weten van 10177%°9 
door 252 zoo is dit onmiddellijk af te lezen uit ons beeld. 
Door eenvoudige deeling blijkt 10177 =97 (mod. 252). Onze 
rest R is dus congruent met 91%*?, 

Daar nu af — 1 ==0 (mod.252) voor alle getallen van 
p (252) geldt, zoo mogen wij de exponent 329 met 324 ver- 
minderen en dus is 


R= 91? 
Bij den cirkel, waarbij +97 staat, vinden wij deze aan 


straal 1 en dus op dien zelfden cirkel, bij straal 5, staat 
de gevraagde rest R,‚ welke dus +13 bedraagt. 


Moest men de rest bepalen van 10177929 7 dan zoude 
men de rest van de deeling van 329!7% door 6 moeten 
zoeken. Deze is dezelfde als die van 575. Nuis6=2.3 
dus p(6)—=2 en N==2. Hieruit volgt, dat voor alle getallen 
van @(6) a? —1==0 (mod 6). Daarom geeft 517% dezelfde 
rest als 5. De gevraagde rest is dus opnieuw + 18, 


56 
38. Ten slotte willen wij nog berekenen de rest van de 


deeling van 724es door 252. De GGD van 724 en 252 
is 4. Wij schrijven nu 7246s * —=1816* | X 465 =R (mod. 
4 Xx 63). Hieruit volgt: 
18e” Kaes in En (mod 63) 
Nu is 181 ==—8 (mod. 63), terwijl (—8)* ==l (mod. 63) 


daarom geeft 181es bij deeling door 68 tot rest 1. Wij 
hebben 4? ==1 (mod.63) en wij verminderen dus 68°* met 
een 3-voud. Nu is 6823 =(— 1)?? (mod. 3) = +2 (mod. 3), 


zoodat de rest van ass "1 dezelfde is als van 4. Hieruit 


volgt T4 en dus R= 16, 

Nadat dit artikel aan den Hoofdredakteur van dit tijd- 
schrift was overhandigd, heb ik nog den toestand voor het 
getal P=1300 in teekening gebracht. Wij hebben 1300 = 
=—2?,52.13, dus is p(P)=2.5. ied. 12 ASO REEN 
is N ==60, zoodat de congruentie 

af —1==0 (mod. 1300) 
bestaat voor alle getallen van w (1300). 

Nu is 3 een primitieve wortel van 1300, want geen lagere 
macht dan de 60ste laat bij deeling door 1300 tot rest één. 
Aangezien (650 + a)? =a? (mod. 1300) zullen dus (+3)? en 
(a 647)? beide congruent zijn met 9. De buitenste kring 
van onze teekening geeft de opvolgende machten van + 3 
en +647 aan, of wel de getallen, kleiner dan 1300 en 
congruent met die machten. Zij vormen een cyclus, waar- 
bij de A4kde machten daarom de aandacht trekken, omdat 
deze bij alle andere cycli behooren. 

De derde cyclus wortels is opgebouwd met behulp van 
den primitieven wortel 11. Nu is (+ 11)* == 341 (mod. 1300): 
Dit getal 341 staat bij straal no. 52, zoodat + 11 aan straal 
no. 13 te plaatsen is. De machten van +11 vindt men 
dus aan de hoekpunten van een ster-60hoek, waarbij men 
telkens het hoekpunt vereenigt met het 13-le daaropvolgende. 
Omdat al deze getallen op 1 eindigen, heb ik den derden 
cyclus genomen. | 

De tweede cyclus bevat op elken straal van oneven 


5 


rangnummer 4 getallen +a en +5. Natuurlijk bevindt 
zich + (650 — a) op den cyclus van + a en + (650 —b) op 
dien van +-b. Ik wilde dezen cyclus opbouwen naar + 7. 
Nu is echter (+ 7)t = 2401 =—199 en dit getal vindt men 


7495 eN 
#157 *269 , 225 

2127 
+69 7325 


2557 


+307 


on X 
ow” 6 wv 
ee ee 
cer hE 


aan den straal no. 20. Ik kon nu +7 plaatsen aan straal 
no. 5 of aan straal no. 35. Ik heb de laatste gekozen, 
omdat — 607 daar boven aan stond. Ik had echter ook 
straal 5 kunnen nemen, aangezien daar + 407 stond. Ik 
heb bovendien —7 gezet, om de som der 2 wortels een 
honderdvoud te hebben. Op straal 36 staat + 521. Ik heb 
toen opgelost de vergelijking: 
1e — 521 —= 1300n 

en dit levert als kleinste waarde van « het getal 1008 == 
=— 291, daarom kwam aan straal 1 +297 te staan. Met 
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behulp hiervan is toen die cyclus opgebouwd. Ik merkte 
toen op dat de getallen aan de stralen met de nummers 
Ak +2 het complement tot 650 waren van de diametraal 
overgelegene stralen. 
Daarna loste ik de vergelijking: 
(200 + 97)? — (100 + 97)? = 1300n 
op. Deze geeft: 
(2 — x) [100 (a +2) + 194] = 1300n 
en dus moet: 100 (ae + 2) + 194 ==0 (mod. 13) 
d.i. 100 (xe +2) — 1 ==0 (mod. 13) 
Nu is 299 een 13-voud. Dus is e=1l. De bijbehoorende 
cyclus is nu naar + 197 opgebouwd. Men ziet gemakkelijk 


in dat 297” en 197” altijd een honderdvoud verschillen. 
Nadat deze cycli waren gevormd, bleven op de stralen 
van een rangnummer 4k +2 nog onbezet de daarop reeds 
aanwezige getallen met tegengesteld teeken en evenzoo 
de getallen aan de overstaande stralen met tegengesteld 
teeken. Deze vormen 4eycli van de congruentie a°° —1== 
== 0 (mod. 1300). Daarmede waren de 480 wortels van 
af —1==0 (mod. 1300) in beeld gebracht en deze wortels 
vertoonen voor iederen eyclus dezelfde eigenschappen als 
de enkelvoudige eyclus van een congruentie van FERMAT. 
Wil men b.v. de rest weten van 487°7! dan zoekt men 
4817 op en vindt dit getal op straal 47. Nu is 47 0.0. met 
60, dus 271 wordt met een 60-voud verminderd. Blijft over 
81. Nu is 47 X 31 =1457 =17 (mod. 60) Aan straal 17 vindt 
mer in denzelfden cyclus het getal + 163, dus is de rest +163. 
Het is zeker zeer merkwaardig dat alle getallen, die op 
8 of 7 eindigen, op de oneven stralen te vinden zijn, doch 


omdat ze en a op 1 eindigen en alle getallen op de 


stralen 4k op 1 eindigen, konden zij natuurlijk niet op de 
stralen van het rangnummer 4k +2 komen te staan. Op 
deze laatste vindt men alleen getallen die op 1 of 9 ein- 
digen. Voor den eersten en tweeden cyclus eindigen alle 
getallen aan de stralen 4k +2 op 9, voor den derden alle 


op L. Van de 7 getallen op zoo’n straal eindigen er 4 op 
Elnarihesn open Ib 
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De regelmatige zevenhoek 


DOOR 


Dr. N. OUINT. 


1. Met liniaal en passer kan deze veelhoek niet ge- 
teekend worden. 

Immers, naar wel bekend is, hangt dit vraagstuk samen 
met de constructie der wortels van de vergelijking ©? =1, 
welke wezen zullen ec, €°,....e?, als 

vedan 


e,‚ €2,...e° zullen dus voldoen aan de vergelijking: 
ged Start dptdrtdaed1l=0, 
welke door de substitutie y = x + 2x! overgaat in : 


tk rk mid ea 
en hieruit is « niet te construeeren. 


2 Eigenschappen van den reg. zevenhoek. 


Verschillende eigenschappen van den regelmatigen zeven- 
hoek zouden in onze leerboeken genoemd kunnen worden. 
Zijn a, b, c de zijden van de 
drie typen —van regelmatige 
zevenhoeken, die respectievelijk 
2m 4x 67 
bogen van 7 Rr onder- 
spannen. Uit vierhoek ACDE 


(fig. 1) volgt dan: 
Vent 
ac + ab=bc of A 


wat overeenkomt met de gonio- 
metrische formule: 


EE re th 


as tr 
Sine sin — 


Zoo is ook 


cos - ef EE ij eek vi 


(2) 


mol 
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wat een betrekking tusschen de apothema's dezer veel 
hoeken aangeeft. 

Een minder eenvoudige betrekking stemt overeen met 
de formule: 


sin L 4 sin TE sint= EV 


Deze stelling, die doer SANJANA in Repr. Educ. Times 
1910 gegeven werd is reeds meer meegedeeld, o.m. door 
JorFrroy in Enseignement math. 1902, Zij kan als volgt 
bewezen worden. 

Aan sin 7a—=0 wordt voldaan door de waarden 
2 ‚ár Or 
TANT 

Daar 

sin Ta—= sin a [7 — 56 sin? a + 112 sint a — 64 sin® a} 
zal de vergelijking 
64r® — 1120? J 56 — 1 =0 


tot wortels hebben sin? …, sin? eid Beni ree a 
Men heeft en 
Zak 2 
Sn ee sin + sin 7 peru 


Maar 
Ere tere Ge bereed a RE Am Re: 
(sin - —- sin : tsin7) — Sin’ — + sin 7 —J- sin 7 


daar de andere termen tezamen nul zijn. Derhalve: 


ET LT Zake 
sin — L sin - sin =ö Pl. 


Op overeenkomstige wijze werd in de Math. G zette, 1907 
(Question 600) de ORE hk 


sect aen Rd SE. setiee Th (4) 
Uit de formule voor tg 7x, Dn in tex volgt, dat 
de vergelijking: | 
le tseljk je 
tot wortels hebben zal 


Vs 2 6 
se 
en dus de wortels der vergelijking 


28 — 212? +32 10 


Ir Sr 
24 zele 
7 ‚tg f, ® 


‚Daar sect 7 1 +2tg? - Hist 5e is 


wezen zullen tg? ee sl2 


Tere Ze sect en sect Te BJ 2X21 H(212-—2X35) —= 416. 


5. Benaderings-constructies. 


Al kan men met behulp van de Euclidische postulaten 
slechts benaderings-constructies voor den regelmatigen 
zevenhoek vinden, het moet erkend worden, dat men 
hierin sedert eeuwen reeds gelukkig geslaagd is. 

Het eenvoudigste is wel de z.g. 


d) Indische constructie, 


waarbij de zijde van den regelmatigen zevenhoek gelijk 
gesteld wordt aan de halve zijde 
van den regelmatigen driehoek. 
GELDE 2) 

Deze constructie wordt het 
eerst aangetroffen bij ABU’L 
Wara, een der groote Arabische 
wiskundigen uit de 9de eeuw. 
Zij volgt uit de eenvoudige 


waarde welke cos a heef t, nl. 


li 
Fig 2. 0,62349, dus nagenoeg 2, waar- 
door dus de zijde van den zevenhoek worden zou: 
2 
1 — COS —- 


(i 


IR sin £ =2R X V 


À EEE 


2 


Deze koorde onderspant een boog van 51° 19/4”, terwijl 
het zevende deel van den omtrek 51° 25/45’ bedraagt. 


Ook de algemeene benaderingsmethoden geven goed 
bruikbare resultaten. Zoo de 
b) Constructie van DE VILLE, 


zooals ze meegedeeld werd in zijn Fraité de Fortification 
(1628) en welke fig. & weergeeft. A ABC is gelijkbeenig 
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en AD=?AB; AE zal nu bij benadering de zijde van 
den regelmatigen zevenhoek zijn. Men vindt (verg. CATA- 
LAN, Zheor. et Probl., 6e Uitg., bl. 271): 


AE? — 2R? — + R? (21 + 1129), 


E Ed DEN waaruit volgt: 
be AL == hiel 
\ In fig. 4 is uitgevoerd de 


B 
/ c) Constructie van BERNHARDT 
VAN SAKSEN WEIMAR. 


A 
N vl Hier is AC = BD —= #R en 
ME —= 4R, EG is dan bij be- 
5 nadering de gevraagde zijde. 
\ Men vindt nl. uit A EGC na be- 
rekening van GC uit A MGC 
| (verg. CATALAN, bl. 381). 
ireen Vel EG == ERIS 
welke koorde een boog van 51° 2424” onderspannen zal. 


& „ 
>. 


d) Constructie van LINDLEY LATHAM. 


In de Educational Times, 1901, werd door den veertien- 


Fig. 4. Fig. 5. 


jarigen LATHAM een vernuftige benaderings-constructie 
bekend gemaakt; ze is in fig. 5 uitgevoerd, en behoeft 
geen nadere toelichting. MD de zijde van den regelmatigen 
twaalfhoek zijnde, volgt uit A MBD: 


sin MBD — 4 (1/3 — 1) — 0,36603, 
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dus: ZMBD et 201D? 
ZDMB ee 45 
ZAMB=/AMD—/Z DMB =51° 28 15”. 
Vatten we de vier besproken constructies samen, dan 
blijkt, dat voor het zevende deel van den omtrek ge- 
nomen wordt door: 


Abu’l Wafa 51° 19/4 , fout — 6’ 39’ 
De Ville TL Di DD 
B. van Saksen Weimar 51° 24/24”,  —1’19” 
Lindley Latham DZS B 


Ál heeft dus de jeugdige Engelschman het record niet 
verbeterd, hij mag toch met eere genoemd worden. 


4. Constructie met behulp van een stangenstelsel. 


Met andere hulpmiddelen dan liniaal en passer is het 
theoretisch wel degelijk mogelijk een regelmatigen zeven- 
hoek te construeeren. 

Zoo gaf ROBB in Zepr. Educ. Times, 
LV, 1891 een stangenstelsel, dat voor 
dit doel geschikt zou wezen (fig. 6). 
A en M zijn vaste punten, waarom de 
stangen MC. en AB draaibaar zijn; 
beiden zijn gelijk aan den afstand der 
punten M en A. In AB is een gleuf, 
waarlangs de pen C zich beweegt. 
B kan op gelijke wijze langs MX 
glijden, welke stang ook om M draai- 
baar is. Voorts heeft men nog de gelijke stangen DF en 
EF, in F door een pen vereenigd, om D op MX en om E 
op de lijn MA draaibaar. Den E liggen evenver van M 
verwijderd, MDFE is dus een deltoïde. Wordt nu MX 
zoolang gedraaid, dat MC door F gaat, dan heeft het toe- 


0 
stel den stand in de figuur voorgesteld en is / AMX —= den 
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Eenvoudige afleiding der formules 


voor sin (a + b) en cos(a + b) 
DOOR 


D. J. KRUIJTBOSCH, (den Haag). 


1. AD is het vaste been van de 


LLa en £, de bewegende beenen 
doorloopen deze hoeken in tegen- 
gestelden zin. 
Trek uit een willekeurig punt 
van een der bewegende beenen 
A eden een loodlijn op het vaste been. Nuis: 


A ABO =4 be sin (a + 2) == 


ie 0 —= A ABD +A ACD =4BDXAD + 
ECD XAD=tesind Xbeos B +3bsinA Xeeosa 
of sin («a + £) = sin « cos @ + sin / cosa. 


2, Teeken Za. Laat uit een 
punt B van het bewegende 
been een loodlijn neer op 
het vaste been. Deze lood- 
lijn is het vaste been van 
ZB en B het hoekpunt. 
Teeken Z4/@ zoodanig, dat 


Fig. 2 de bewegende beenen van 

de / Za en 2 deze hoeken doorloopen in tegengestelden zin. 
IN TELS 

B A ABC = 4 ac sin ABC = tac cos (« + £) = 


Te 
—=tÄÂD XBD—1CD XBD= 
—böcosa Xacos B—tasin dS nn 
of: COS (a + B) = coS a cos B — sin B sin a. 


3. ADishet vaste been vande / Zaenf, 
de bewegende beenen doorloopen deze 
hoeken in denzelfden zin. 

Trek uit een willekeurig punt van de 
bewegende beenen een loodlijn op het vaste 
Fig. 5 been. Nu is: 
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A ABC ==} besin (a — 8) == A ABD — A ACD = 
—4BD X AD —4CD X AD = 
=lesina Xbeos ff —tbsin£ X eeos a, 
Gis sin (a — 2) —= sin a« cos £ — sin £ cos a. 

4, Teeken Za. Laat uit een 
punt B van het bewegende 
been een loodlijn neer op 
het vaste been. Deze lood- 

g lijn is het vaste been van 

D ZB en B het hoekpunt. 

Fig 4. Teeken Z£ zoodanig, dat 

de bewegende beenen van de ZZ 4 en £ deze hoeken 
doorloopen in denzelfdeu zin. Nu is: 

A ABC =tacsin ABC =d ac cos (a — @) = 
—=AABD+ACBD=SAD XBD +4CD XxBD= 
—=teCosa XaecosflasinLXesine, 

of : COS (a — Â) = cos « cos 3 J- sin B sin «. 
Deze afleiding blijft dezelfde, als men voora en / andere 
dan scherpe hoeken neemt. 


en 


De beschrijvende meetkunde, zooals zij in onze leerboeken 
geleerd wordt, is weinig rijk aan bewijzen; de meeste 
geven een aaneenrijging van constructies, die door een 
stereometrische teekening worden voorafgegaan en ver- 
klaard, en wel voornamelijk die leerboeken, die zich alleen 
met de orthogonale projectie bezighouden. Daardoor wordt 
de beschrijvende meetkunde hare zelfstandigheid, buiten 
den aanvang ervan, ontnomen. Hoeveel rijker aan bewijzen 
zou deze wetenschap worden, indien men ook slechts de 
natuurlijke volgorde in acht nam; eerst vlakken en dan 
lijnen, die men immers in de ruimte als sniĳlijnen van 
vlakken bepaalt! 

Het kan de bedoeling niet zijn, op deze plaats dit nader 
uiteen te zetten; laat ik volstaan met een der bewijzen, 
die ik op het oog heb; nl. van de volgende stelling, die ik 
toch zoo ongaarne in verschillende leerboeken mis: „Een 
vlak, waarvan de doorgangen in elkanders verlengde val- 
len, staat loodrecht op het bissectrice-vlak van den tweeden 
ruimtehoek”. 

Neem een punt in het bedoelde bissectriee-vlak; de 
projecties ervan vallen samen; laat uit dit punt een loodlijn 
neer op het gegeven vlak ; ook de projecties daarvan zullen 
samenvallen ; d.w.z. deze loodlijn ligt in het bissectrice-vlak ; 
en indien een vlak loodrecht staat op een lijn in een ander 
vlak, staat het loodrecht op dat vlak. W.t.b.w. 

Rotterdam, W. EF. GISOLF. 
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Merkwaardige stand van dodecaëder in icogaëder 


DOOR 


M. J. J. SIMON THOMAS, (Tiel). 


De bestudeering van het werkje van den heer F. J. VAES, 
getiteld : „Het onderling verband der regelmatige lichamen,” 
bracht mij tot het onderzoek naar de volgende vraag: 

In een icosaëder een dodecaëder te plaatsen, zoodat de 
ribbe van dit 12-vlak zoo groot mogelijk is. 

De oplossing van de vraag kwam mij voor allereerst 
belangwekkend te zijn, omdat ze doet zien, hoezeer tamelijk 
ingewikkelde vraagstukken vereenvoudigd worden door 
de methoden, aangegeven door den heer VAES in boven- 
genoemd werk, en bovendien omdat deze oplossing vervat 
is in een eigenaardige stand van beide lichamen in elkander. 

Denkt men zich het 20-vlak zoo geplaatst, dat één der 
hoofddiagonalen verticaal is, dan zal men door vlakken 
loodrecht op deze hoofddiagonaal van top en voet vijfzijdige 
piramiden kunnen afsnijden. Is het niet denkbaar, dat de 
grondvlakken van deze piramiden, die dus regelmatige 
vijfhoeken zijn, grond- en bovenvlak van een dodecaëder 
vormen, en is het zoo ontstane 12-vlak door het 20-vlak 
omsloten ? 

Zij de ribbe van het 20-vlak r,, en van het 12-vlak #, . 
De straal van den omgeschreven bol van het 20-vlak (Rs „) 
moet gelijk zijn aan den straal van den ingeschreven bol 
van het 12-vlak (#/,,) vermeerderd met de hoogte der 
afgesneden piramiden (%). 


Roo =d Â. 
EA mr r 
Hierin is: Rin =p 
Ze dek mk 


Pie = Mp (p=straal omgeschreven cirkel zijvlak dode- 
caöder). 


2 
1 


2 r 2 
h=V(ris —0°)= Vr Ee ) er 
nt 
M m 
n= Ei, 
Me 
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Ingevuld geeft: 

MP0 B 2 
29 gr Np 4 
Mgr =Tie (Ì + 0) 


ee kje 
ERE BIT PT Ag n 
ba bn: 5 
ve {4g 14 Ee 0 162107 
_ 129? +12g 12 —g 7 ke me 
AT 16 boet Pre 
Dus me 


Is r, de ribbe van den kubus, die het 20-vlak omsluit, 
ÜUS- rn == Ine Aas 


De ribbe van het 12-vlak is dus nu bepaald en met be- 
hulp van de laatste formule is het eenvoudig een teekening 
te maken, vooral als men beide lichamen projecteert op 
een zijvlak van den kubus, die de icosaëöder omsluit. In 
de figuur is EFG het vlak loodrecht op de hoofddiagonaal 
van T, GH—=de ware lengte van FG = TG =r,;,= de 4 
als men r, als eenheid aanneemt. 

De dodecaëder is nu zoo bepaald, dat de 10 hoekpunten 
van de vlakken loodrecht op de hoofddiagonaal van T in 
ribben van het 20-vlak vallen. 

Onderzocht moet dus nog worden, of de overige 10 hoek- 
punten van de dodecaëder binnen of buiten het 20-vlak 
komen te liggen. Hiertoe zullen we onderzoeken of 


cD ) AD 
Did Zaal 
AD =1, dus TC =g en cD=tk.- Verder is Ce=tmaus 
dus Dn 
Ce 
ID TD MDe TE mie JG 


Hh —=h’h == NE ET NE (5 


49 


LGHhj == LSMDSZKEIS/KEG + ZBAM, 
LGHW’=bgtgg bete g= 2e, waarin «== bete g. 
Nu is Gh/=GHsin?a en WH = GH cos 22. 
tga=—=g, dus seca=V (149?) =m, cosa en 


sina —Cosatga=— d, 
Mm, 


(Bij het teekenen der figuur geeft het volgende een 
vereenvoudiging : 


ee =n EE 
_ 8g—1l 29 
Gh = m2 1 m2 
Tee lend sgl lg 
WH =GH (on E)= 11 mm? 


Î ER a 29 891 
DONT 
HT 4 

Oos Ì 
nem mA dr AC 


1 2 —g) —2g (89 — 1) 


NDS ig — 199 +26 ig igg 8g—l 
Hh  — 169? —9g +22 —16g?—16gH164 7946 1946 
en el Og gl Ae bg DO 
Hh (1946) (1g--1) 499? +496 55 
hD 0, 
ED, 
Alzoo: Cea Hh’ 


waaruit volgt dat H juist op het zijvlak CD valt; zoodat 
alle hoekpunten van het 12-vlak in het oppervlak van 
het 20-vlak liggen. 

Een beschouwing van de figuur is voldoende om te doen 
zien, dat het 12-vlak niet in het 20-vlak bewogen kan 
worden, waaruit volgt, dat de stand een maximum waarde 
geeft voor de ribbe van het 12-vlak, 

Resumeerende vinden we de volgende eigenschappen : 

Grond- en bovenvlak van het maximum 12-vlak, dat in 
een bepaald 20-vlak kan worden geplaatst, zijn loodrecht 
op een hoofddiagonaal van het 20-vlak. 

Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. Á 
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De hoekpunten van dit grond- en bovenvlak vallen op 
ribben van het 20-vlak, de overige 10 hoekpunten vallen 
in zijvlakken van het 20-vlak. 

De ribbe van het 12-vlak is alsdan: 
leg, bb, 

172 nr je ZO en 929 ZO 

Eén hoofdas van beide lichamen vallen tezamen, twee 
andere hoofdassen vormen een hoek, waarvan de tangens 
gelijk is aan 2. 


lels over de verdeling van een hoek in drie gelijke deelen. 


Zooals bekend is, kan men, gebruik makende van de 
gewone postulaten der lagere meetkunde, namelijk het 
trekken van een rechte lijn met behulp van een liniaal en 
van een cirkel door middel van den passer, geen hoek in 
drie gelijke deelen verdeelen, tenzij de grootte van dien 
hoek aan bepaalde voorwaarden voldoet. 

Door evenwel de liniaal op een andere wijze te ge- 
bruiken, wordt bedoelde verdeeling zeer goed mogelijk. 

A Zij in fig. 1 / ABC =p de hoek, 


die in drie gelijke deelen moet 
Ì D worden verdeeld. Men trekt dan 
EÉ Ln eerst den halven cirkel CADF, die 


het verlengde van CB in F ontmoet. 

Fig 4. Vervolgens zet men op een liniaal 
twee punten, die van elkaâr verwijderd zijn op een afstand 
gelijk aan den straal van den halven cirkel. Nu legt men 
één dier punten op het verlengde van CF en het andere 
punt op den boog van den halven cirkel. Tot zoover 
blijft men binnen het gebied van de gewone lagere meet- 
kunde. Immers het ééne punt der liniaal kan men op een 
punt van het verlengde van CF laten vallen en beschrijft 
men dan met den straal van den halven cirkel uit dat 
punt een cirkelboog, die den cirkel snijdt, dan is dat snij- 
punt het andere punt, waardoor de liniaal moet worden 
gelegd. Men heeft dus slechts een liniaal door twee punten 


Di 


laten gaan. Maar nu verricht men verder een bewerking, 
die afwijkt van de bekende postulaten. Men schuift namelijk 
het punt der liniaal, dat in de rechte lijn ligt, langs die 
lijn, en het andere, op de liniaal aangegeven punt, tegelijker 
tijd langs den cirkelomtrek, totdat, al schuivende, de liniaal 
ook door / gaat. Heeft men dit verkregen, dan trekt 
men langs de liniaal de lijn ADE, die den halven cirkel 
in D en de rechte lijn in E snijdt. 

Men heeft nu: DE == BD == straal van den halven cirkel, 
dus A BDE gelijkbeenig met / DEB =/ DBE. 

Hieruit volgt: / ADB —= / DEBS 4 DBE=?2/ DEB. 
Maar nu is ook A ABD gelijkbeenig, daar twee zijden 
stralen zijn van den halven cirkel. Dus: / ADB == 4 DAB. 

Nu heeft men: 

LFBC=/FBD+/ DBA JZ ABC, 
of: 180° =/ FBD + (180—/ ADB —/ DAB) Jp, 
of ook: 180°=/ FBD—+H(180—2/ ADB) Hp, 
dus ook : 1809 =/ FBD +(180—4/ DEB) +o, 
of: 1800 = / DEB + (180 —4/ DEB) +op, 
waaruit: g=3LDEB. 

Derhalve is / DEB het gezochte derde deel van hoek g. 

Wanneer de gegeven hoek p zeer stomp is, wijzigt zich 
de constructie een weinig. In beginsel blijft zij wel dezelfde ; 
maar de lijnen komen eenigszins anders te loopen, waar- 
door ook de driehoeken op een andere wijze worden 
gevormd. De constructie wordt dan, volgens fig. 2, aldus: 

D Kiezen wij de letters weder in over- 


A eenstemming met fig. 1, dan schuift 
men de liniaal thans zóó, dat, al 
schuivende, 4 daarop komt te vallen. 


band B C_Alsdan trekt men DZ langs de liniaal. 


Fig. 2, Men heeft nu: 
A BDE gelijkbeenig, omdat DE == BD, 
dus: DEB == /L DBE. 


Verder is A ABD gelijkbeenig, omdat twee zijden stralen 
zijn, dus: 
ADA ADB. 
Uit de voorlaatste vergelijking volgt in A BED: 
Z BDE =180° —2/ BED, 
dus is ook: ZDAB=180° —2/ BED, 
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Hieruit volgt: 
Z BAE —=180° — (180° —2/ BED). 

Maar: / ABC =180° —/ ABE 
— 180° —[180° —/ AEB —/ BAL] 
—=ZLAEB—/ BAE 
—=/ BED + [180° —(180° —2/ BED) 
RED): 

zoodat ook hier / BED het gezochte derde deel is. 

Beide constructies gaan in elkander over voor p = 185, 
daar dan de stralen BA en BD samen vallen en A £4AB 
rechthoekig wordt in 4. 

De vraag is nu of de constructie in het voorgaande op- 
gegeven, zij het dan ook niet in overeenstemming met de 
beide in de lagere meetkunde aangenomen postulaten, met 
behulp van een nieuw postulaat, even eenvoudig als de 
beide genoemden, kan worden verricht. Het schijnt dat het 
schuiven van een liniaal, zóó, dat twee punten daarvan zich 
respectievelijk langs een rechte lijn en een cirkelboog 
bewegen, totdat men ziet dat ook een ander punt 4 met 
de liniaal komt samen te vallen, zeer eenvoudig is en als 
een postulaat kan worden aangemerkt. 

Toch is dit slechts schijnbaar het geval, omdat men 
op het eerste gezicht spoedig tevreden is en men met 
oneindig kleine afwijkingen geen rekening houdt. Bij de 
andere postulaten is alles volkomen nauwkeurig, indien 
slechts de instrumenten als volmaakt mogen worden ge- 
dacht. Hier echter is dat het geval niet; wat echter niet 
wegneemt, dat voor practische constructie de gegevene 
even scherp is als andere constructies met uit den aard 
der zaak onvolkomen instrumenten. 

y Wij zullen thans laten zien, dat 
de verschuiving van de liniaal 
jp verre van eenvoudig is, 
/} Zij in fig. 3 XOX Genen 
0 hoekig coördinatenstelsel en 
Fig. 3. PQ =straal cirkel = tr. *) 


1) Tot mijn leedwezen zijn in de gedrukte figuur letters weg- 
gevallen, die in de geteekende er bij stonden. In plaats van P 
stond daar P(e‚,y,) en in plaats van Q stond Q (x, 0). 
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Men heeft dan: 


Ûyi itn 
da Ke at et 
on trl )=r 
dus: zm VO ERD 
BE edad — Zr. 
Ont 
dr, 2y, 


Men ziet dus dat in denzelfden tijd, waarin P langs den 
cirkelomtrek een verschuiving a ondergaat, Q langs OX 
en « verschuift. Als dus de eerste beweging met een 
eenparige snelheid plaats heeft, is dit niet het geval met 
de tweede, die, wijl y, voortdurend kleiner wordt, meer 
en meer vertraagt. 

Hieruit ziet men reeds dat de verschuiving der liniaal 
vrij samengesteld is. Is die echter als uitvoerbaar te be- 
schouwen, dan is het niet bezwaarlijk die beweging af te 
breken, zoodra het bewuste punt 4 met de liniaal samen valt. 

De nieuwe methode om met de liniaal te werken mag 
dus nimmer als een geoorloofd postulaat worden aange- 
merkt en blijft slechts een, ofschoon volkomen doeltreffend, 
practisch hulpmiddel. Alleen omdat men kleine verwij- 
deringen van de vaste punten der liniaal, respectievelijk uit 
de rechte lijn en uit den cirkel, gemakkelijk opmerkt en, 
door het instrument wat heen en weer te bewegen, de 
samenvalling woor het oog kan doen plaats hebben, schijnt 
deze methode hooger te staan dan zij inderdaad staat. 
Kon men met ideale lijnen werken en de kleinste afstanden 
nog zien, dan zou het onmogelijk zijn het beoogde doel 
door heen en weer schuiven van de liniaal te bereiken. 
Alleen voortdurende benadering zou dan mogelijk zijn. 
De beide bekende postulaten der lagere meetkunde daar- 
entegen laten volkomen nauwkeurigheid toe, zelfs in de 
onderstelling van ideale instrumenten en figuren. 


Utrecht, 12 Februari 1909. Dr. G. J. D. MOUNIER. 
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Een bijzoodêre driehoek 


DOOR 


R. GOORMAGHTIGH (Oostende, België). 


M. BARISIEN heeft (Bull. Math. El. XV, 1910) eenige eigen- 
schappen aangeven van een A ABC, waarin 3a =b Jc is, 
eigenschappen welke opgenomen zijn in het Wiskundig 
Tijdschrift (7de jaargang, blz. 216). Wij zullen hier eenige 
nieuwe eigenschappen van dien driehoek aanduiden. 

1. Wij veronderstellen b > c en noemen D, E,‚ FE de 
punten waarin de ingeschreven cirkel I de zijden a, b, c 
raakt, A/ het midden van BC, H de 
voet van de hoogte uit A op BC neer- 
gelaten. 

Zij © het Feuerbach-punt van den 
driehoek, en P het punt waarin de 
raaklijn in © aan den ingeschreven 
cirkel getrokken BC snijdt. Zij A’/P ==; 
wij zullen @ berekenen. Daar oP de 
machtlijn van den negenpuúntcirkel 
en den ingeschreven cirkel is, heeft 


men : 
PD =APSHPSAP(AP LHA) On 
Immers is: 
PD =d ADE 
bte? bEO)b—-d) 3-0) 
en HAf= PE REK TELE 


Dus (1) gaat over in: 
et 5 (b—c) 
E Tomes | À 5) | 
waaruit men gemakkelijk vindt: 


TS AD. 
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Daar P in D niet vallen kan, is P de symmetriek van 
D ten opzichte van A’. Wij hebben dus de volgende 
stelling : 

Zijn in een driehoek, waarin 3a=b te, A’ en D resp. het 
midden van BC en het punt waarin BC den ingeschreven cirkel 
raakt, de raaklijn in het Feuerbach-punt aan den ingeschreven 
cirkel getrokken, snijdt BC in het symmetrieke punt van D, 
EOD. A 


2. Zij « het midden van BD en w/ het midden van DC. 
De bekende betrekking: 
rr_=(p—b)p—e)=BD. DG, 


gaat over, daar r,=?r is, in: 


re SDC «DDO; 
vermits « buiten DC ligt, volgt hieruit dat uIC een rechte 


hoek is. 
Daar Z BIC == 1809 — 


is, heeft men / Blu — B 


Hieruit bekomt men gemakkelijk het volgend theorema: 
Zij 1 het middelpunt van den ingeschreven cirkel van een 
waarin da=bt-e is, en D het punt waarin de cirkel L de 
zijde BC raakt; de zwaartelijnen uitgaande uit 1 in de drie- 
hoeken BID, CID zijn isogonale lijnen ten opzichte van £ BIC; 


Bes C in Â 
em 7 


de hoek welke zij respectievelijk met Bl en CI vormen ds ie 


3. De bekende formule: 
ee ae 
1e A Ebo 
bc 


wordt hier Ale PE Daar AH =4r is, heeft men: 


Doen. 
en ook Al —ARr: 
Zij K het punt, waarin de witwendige bissectrice van / A 
de loodlijn wit 1 op AB of AC neergelaten snijdt; de afstand 


IK is dus gelijk aan tweemaal den diameter van den omge- 
schreven cirkel. 
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A. In een A ABC, waarin 83a=b Jc is, is het Nagelpunt 
v het andere uiteinde van den diameter van den ingeschreven 
cirkel, die door D gaat. 

Inderdaad, men weet dat in ieder driehoek het zwaarte- 
punt G, het Nagelpunt v, en het punt [ op eene rechte 
liegen en IG:Gv=l:2 is. Daar hier IG loodrecht op BC 
staat, en vermits 
IG GD IG ihr rg 
is, heeft men Gr=?r en vr, De stelling is dus bewezen. 


5. In een A ABC, waarin 3a=b Je is, heeft men (zie 
Wet ie jaars 


COS en A 
zg =3sin 


Is nu T het midden van EF en G, het snijpunt van EE 
met DI, dan heeft men: | 


de een 
male Bsin A 3sm& E 
Pane 
pa EE 
Jt ARES 
3 sin > 


Dus is G,=G. Daaruit volgt de stelling: 

De lijn die de punten verbindt waarin de ingeschreven cirkel 
de zijden AB en AC raakt, gaat door het zwaartepunt van 
den driehoek. 


Di 


Boekbespreking 


The Holborn. Practical Arithmetic Figures. 

The Educational Supply Association Ltd., Stevenage House, 
40—44. Viaduct Holborn, London E.C. 

Twee doosjes bevatten elk 12 kartonnen figuren, waar- 
van de leerlingen omtrek en oppervlak kunnen bepalen, 
en bijzondere lijnen kunnen berekenen. Het eerste doosje 
bevat driehoek, parallelogram, trapezium, zeshoek enz. 
het tweede kromlijnig begrensde figuren. 

De antwoorden in engelsche en in metermaat zijn bijge- 
voegd. Elk doosje kost 4 stuiver. 


Dr. EpM. KöóNIG. Die Materie. No. 2. 

DR. A. GÖRLAND. Die Hypothese, ihre Aufgabe und ihre 
Stelle in der Arbeit der Naturwissenschaft, No. 4van de Serie ; 
Wege zur Philosophie. 

Göttingen, Vandenhoeek & Ruprecht. 1911. Elk 1,50 M. 

Deze nieuwe reeks boekjes behandelt in ongeveer 100 
bladz. verschillende vragen van wijsgeerigen aard. 

Het eerste boekje bespreekt het begrip „ding”, als datgene 
wat men waarneemt. Dat „ding” heeft verschillende eigen- 
schappen, en komt in verschillende toestanden, doch is 
steeds een onveranderlijke eenheid, Men wordt er toe- 
gebracht kenmerken te zoeken voor datgene wat die ver- 
schillende eigenschappen bezit, welke voldoen aan den 
eisch van eenheid en onveranderlijkheid. Het blijkt, dat 
de materie niet door onze zinnen waarneembaar is. De 
mechanische natuuraanschouwing is niet in staat een 
goede verklaring te geven. De methaphysica en het 
positivisme geven geen bevrediging. Men beschouwe de 
materie niet als iets werkelijks, maar als iets, dat gedacht 
wordt. 

Het tweede boekje is geschreven in den vorm van 
brieven tusschen vrienden. Het begint met Ostwald tegen- 
over Rutherford te stellen, voor wat betreft hun opvatting 
van het bestaan van moleculen, atomen en electronen. 
De schr. onderstelt niet dat de lezer op de hoogte is van 
de verschillende theoriën, maar ontwikkelt deze in de 
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brieven, en doet den een vragen stellen, welke door den 
ander beantwoord worden. Daardoor is het boekje zeer 
gemakkelijk te volgen door iernand, die van de gronden 
der natuurkunde op de hoogte is. 


HANSs MEerTLER. Masch. Ing. Graphische Berechnungsme- 
thoden. Im Dienste der Naturwissenschaft und Technik. 

Teil IL mit 71, Teil III mit 92 Zeichnungen. 

Zürich, Selman, Gebr. Leemann & Co, 1911/12. 

Op bladz. 134 van den vorigen jaargang is de strekking 
van deze boekjes besproken en de inhoud vermeld van 
het eerste deeltje. 

In het tweede worden behandeld: 

graphische voorstellingen voor de beweging van een 
punt, vrije val, kegelslinger, kogelbaan, gewone slinger 
(ook met cycloïdale geleiding), inertie, energie, arbeid; 
regulators ; vermogen ; hydraulische inrichtingen (turbines); 
remmen van draaiende lichamen. 

Het derde deel geeft aeromechanica: 

toestand van de lucht; vochtigheid (graphische logarith- 
mentafel) barometrische hoogtemeting ; opdrukkende kracht 
van de lucht; weerstand bij beweging; eigen beweging 
der luchtmoleculen; val in lucht; militaire ballistiek; 
vallende sterren; wolken, luchtstroomingen en neerslag ; 
wind, storm; invloed der luchtdrukverdeeling en aantrek- 
king van de maan op de aardbevingen; opgaven uit de 
aviatiek ; ventilatie en verwarming. 

De schrijver wijst nog eens op het groote voordeel van 
graphische behandeling boven rekenkundige oplossingen. 
Een paar onderwerpen wijst hij aan als zijn geestelijk 
eigendom. 


Register op de Wiskundige Opgaven uitgegeven door 
het Wiskundig Genootschap „Een onvermoeide arbeid komt 
alles te boven” gedurende het tijdsverloop van 1875—1910. 

Amsterdam, H. C. DELSMAN. 1911. 

In 1885 werd een dergelijk register uitgegeven voor het 
tijdsverloop van 1818—1882, waarbij tevens de titels van 
verhandelingen werden vermeld. De nieuwe uitgave om- 
vat alleen de opgegeven vraagstukken van af 1875, in 
welk jaar een Nieuwe Reeks Wiskundige opgaven begon. 
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De beide uitgaven bevatten dus van een zestal jaren 
dezelfde opgaven. De indeeling verschilt echter. Het nieuwe 
register brengt de 2000 vraagstukken onder 87 hoofden. 

Er is inhet boek een groote hoeveelheid wiskundig 
materiaal opgehoopt. Voor den wiskundige, die niet meer 
gebonden is aan exameneischen, is het boek van veel 
waarde. Het is ook in den handel verkrijgbaar. 


K. SCHMALZ. Koördinaten-Globus. 

Berlin, Dietrich Reimer (Ernst Vohsen) 1911. M 1.50. 
Verpackung in Karton 15 pfg, in Kiste 25 pfg. (In voerrech- 
ten f 0.30.) 

Dit is een zeer praktisch hulpmiddel om te gemoet te 
komen aan het voorstellingsvermogen der leerlingen bij 
het onderwijs in Cosmographie. 

Het is een bol van 104 cM middellijn, wit met zwarte 
lijnen, draaibaar op een koperen voet. 

Voor een ster zijn de drie coördinatenstelsels aangeduid, 
de horizon is die van Berlijn. De verschillende grootheden, 
die daarbij te pas worden gebracht, zijn alle duidelijk 
aangegeven, terwijl de op den bol overgebleven open 
ruimte gebruikt is voor desbetreffende aanteekeningen. 


De aandacht wordt gevestigd op een verhandeling in de 
Kon. Ac. v. Wetenschappen (Maart 1912 en April 1912) 
van den heer G. DE VRIES, getiteld „Calculus rationum”. 
De schrijver voert hier een nieuw begrip in : de onderlinge 
macht van twee getallen, dat een geheel nieuw veld van 
onderzoek opent. 


Dr. HEINRICH WIELEITNER. Geschichte der Mathematik. 
IT Teil. Von Cartesius bis zur Wende des 18 Jahrhunderts. 
le Hälfte. Arithmetik, Algebra, Analysis. 

Leipzig, Göschen, Sammlung Schubert LXIII, 1911. 

Wanneer men de geschiedenis naleest van een of ander 
onderdeel der wiskunde, is het zeer eigenaardig op te 
merken, hoe verschillende onderwerpen, die thans naast 
elkander behandeld worden, op verschillende tijden tot 
ontwikkeling zijn gebracht, en ook hoe zeer de wijze van 
behandeling een andere is dan bij de ontdekking. 

Het groote werk van Cantor is niet ter ieders beschik- 
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king; daarom is het bestaan van een beknopter overzicht 
van de geschiedenis der wiskunde zeer toe te juichen. 
Het hierboven genoemde werk behandelt: rekenkunde, 
algebra, getallenleer, combinatie- en waarschijnlijkheids- 
rekening, de infinitesimaalrekening (de oorzaken, die er 
toe leidden, de ontdekking door Leibniz en Newton, de ont- 
wikkeling), de differentiaalvergelijkingen, variatierekening. 
Zonder te veel in details af te dalen, geeft het boek een 
behoorlijk overzicht der verschillende onderwerpen. 


O. E. WESTIN. Pealitüten, Abstraktionen, Fingierungen und 
Fiktionen in der theoretischen Mechanik. 

Ein Beitrag zur Feier des 250-jährigen Gedächtnisses der 
Geburt Christopher Polhems, November 1911. 

Stockholm, Kungl. Bocktryckeriet P. A. Norstedt & 
Pôner sb 

De grondslagen der mechanica worden door den schrijver 
onderzocht, en op verschillende plaatsen onzuiver gefor- 
muleerd bevonden. Hij stelt tegenover elkander als eerste 
hoofdstuk : Kinematische Erweiterungen en als tweede: 
Dynamische Beschrankungen. Vooreerst gaat hij na, wat 
onder beweging moet worden verstaan, een vraag, die 
elders niet gesteld wordt. Het is geen geleerd betoog, 
doch een duidelijke uiteenzetting met eenvoudige voor- 
beelden, waarbij de schrijver blijk geeft de mechanica te 
bekijken van uit het standpunt van den ingenieur. 

In het tweede gedeelte komt hij tot het besluit, dat de 
wet van de traagheid slechts beperkte geldigheid heeft, 
en daardoor evenzoo de formule: kracht gelijk massa maal 
versnelling. Bij de beschouwingen in dit gedeelte kiest 
de schr. als voorbeeld een turbine. Zijn uitkomsten zijn: 
absolute beweging is een fictie, beperkte geldigheid van 
de beide genoemde wetten en van het theorema van levende 
kracht en arbeid. De traagheidskrachten van d’Alembert 
worden door hem terzijde gezet. 


P. WIJDENES. Vraagstukken over Hoogere Algebra en 
Rekenkunde. 

Groningen, P. Noordhoff, 1912. f 2,50. 

Korten tijd na het op bladz. 168 van den vorigen jaar- 
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gang vermelde boek van Westendorp, ten behoeve van 
studeerenden, is dit tweede werk op hetzelfde gebied 
verschenen. 

De vraagstukken over hoogere algebra (bijna 700) sluiten 
aan bij de lessen van Lobatto-Rahusen. Bovendien zijn 
echter nog een kleine 140 vraagstukken over rekenkunde 
opgenomen. 

Een paar bladzijden met formules, een tabel van machten 
van e,‚ een tafel der natuurlijke logarithmen, een tafel 
voor omzetting van graden in radialen, een tafel van de 
ondeelbare getallen tot 10000, en een opgave van enkele 
getallen, waarvan 2, 3, 5, 6, 7, 8 en 19 primitieve wortels 
zijn, besluiten het boek. 

Op verschillende plaatsen zijn een stukje theorie of aan- 
wijzingen bijgevoegd. 

Bij het doorbladeren lijkt het, dat dit boek wat moeilijker 
vraagstukken bevat dan dat van Westendorp. De beide 
boeken vullen elkander dus aan. 

Wie zich sterk gevoelt kan met Wijdenes beginnen, wie 
die dit niet doet, en geheel op eigen studie is aangewezen, 
kan met Westendorp beginnen, en later Wijdenes nemen, 
of wel ze naast elkander gebruiken. 


JOHN WESLEY YOUNG. Lectures on fundamental Concepts 
of algebra and geometry. 

With coöperation of William Wells Denton and with a 
note on The Growth of algebraie symbolism bij Ulysses 
Grant Mitchell. 

New-York-—London. Macmillan Co. 1911, 

In den laatsten tijd wordt veel aandacht besteed aan de 
grondslagen der wiskunde. Daarbij is veel, wat vroeger 
vaststond, op losse schroeven gezet, en de wiskunde moet 
thans op geheel andere wijze worden beschouwd als vroeger. 

Die onderzoekingen behooren niet tot de eenvoudigste, 
en niet ieder heeft tijd en lust er zich in te verdiepen. 
Toch is het wenschelijk, dat alle wiskundigen er kennis 
van nemen, omdat de veranderingen ook invloed zullen 
gaan uitoefenen op het onderwijs. De bedoeling van de 
Lectures is, op eenvoudige wijze een overzicht te geven 
van wat er op het vermelde gebied is verricht, zonder 
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dat daarbij alles in onderdeelen wordt nagegaan. Het 
boek is daarom geschikt voor ieder, die op de hoogte is 
van lagere wiskunde. De inhoud werd bij de voordrachten 
stenographisch opgeteekend, en uitgewerkt. _ 

De schrijver legt er nadruk op, dat in geen geval de 
inhoud van het boek behandeld moet worden op de middel- 
bare school, maar dat leeraren goed zullen doen er kennis 
van te nemen, omdat zij er indirect nut van zullen hebben 
bij hun lessen. In den aanvang komt natuurlijk de ge- 
schiedenis van het parallelenaxioma ter sprake; daarna 
geeft schr. een voorbeeld van een miniatuur-wiskunde, 
waarover verschillende beschouwingen worden gegeven. 
De namen Cantor en Hilbert worden, uit den aard der 
zaak, genoemd. In het bijzonder kunnen de hoofdstukken 
over de ontwikkeling van het getalbegrip, over negatieve 
getallen, over complexe getallen, over meetkunde, genoemd 
worden. De vraag: „Wat is wiskunde” in den aanvang 
van het boek gesteld, wordt in het laatste hoofdstuk nader 
nagegaan. Het bijvoegsel over de ontwikkeling van de 
algebraïsche symbolen geeft een beknopt overzicht van 
den tijd van ontstaan van de gebruikelijke teekens. 

F. J. VAES. 


Dr. P. ZünLKkE. Der Unterricht im Linearzeichnen und in 
der darstellenden Geometrie an den deutschen Realanstalten. 

Dit werk, uitgegeven als Heft 3 van den derden band 
van de verhandelingen over het wiskundig onderwijs in 
Duitschland, onder redactie van F. Klein, behandelt den 
toestand en de wording van het onderwijs in de genoemde 
vakken in de verschillende deelen van Duitschland. Op- 
merkelijk, ook in verband met de lijnteekenen-opgaven 
voor het eindexamen der laatste jaren hier te lande, is 
daarbij dat in verschillende deelen van Duitschland alsook 
in Oostenrijk, lijnteekenen en beschrijvende meetkunde 
synoniemen zijn. „Das Linearzeichnen, nur weil es diesen 
Namen einmal hat, zu einer mechanischen Fertigkeit 
degradieren wollen, hiesse seine Bedeutung völlig ver- 
kennen. Mit Recht sagt Kuhlmann: „Das konstruktive 
oder geometrische Zeichnen... trägt den Charakter einer 
Wissenschaft, ist angewandte Mathematik und sonach 
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vorzugsweise Sache des Verstandes, des begrifflich abstrak- 
ten Denkens.” Wohl benutzt das Linearzeichnen mecha- 
nische Hilfsmittel, im übrigen aber muss es sich von allem 
Mechanischen nach Möglichkeit fernhalten. Eine seiner 
vornehmsten Aufgaben ist die, den Schüler allmählich 
aber sicher dazu zu erziehen, sich über die Zulässigkeit 
und den Wert der von ihm benutzten Konstruktionen 
selbständig Rechenschaft zu geben. 

Een keur van leerboeken en oefeningen, voor leerling 
en leeraar wordt besproken, naar rangschikking van stof 
en uitvoering der figuren. Gewezen wordt op het feit, 
dat in Zuid-Duitschland, in aansluiting met Oostenrijk, het 
lijnteekenen en de beschrijvende meetkunde in meer aan- 
zien staan dan in Pruisen, ofschoon ook daar verandering 
komende is. Ook voor het gymnasium wordt op veran- 
dering aangedrongen. Is de volgende zin ook niet, alsof 
zij voor ons land geschreven ware: Es ist in der Tat 
wichtig, darauf hinzuweisen, dass unsren Gymnasiasten, 
die sich ja mit Vorliebe etwas darauf zugute tun, die 
Träger der „Vollen und ganzen Bildung” zu sein, etwas 
Wesentliches fehlt, wenn sie von der Sprache der Technik 
rein gar nichts gelernt haben !” 

Vervolgens worden de ambtelijke programma’s besproken, 
waarvoor de lezer naar het boek verwezen wordt. 

Een hoofdstuk over methodiek is bizonder interessant, 
ook uit paedagogisch oogpunt. Verdedigd wordt de op- 
vatting, dat men den leerling eerst nauwkeurig gecoördi- 
neerde opgaven in handen geeft en naderhand pas de 
vrije keus bij het aannemen der gegevens. 

Het nut van modellen wordt, behalve buiten den aanvang, 
ontkend. „Die Modelle sind dazu da, sich selbst überflüssig 
zu machen” (P. Treutlein). 

Een teekening in potlood, zwart en gekleurd, wordt 
voldoende geacht; naar het oordeel van den referent heeft 
dit naast een lichtzijde ook een groote schaduwzijde; het 
werkt aan den eenen kant wel het zeer net in potlood 
zetten in de hand, maar ten slotte onderwijst men toch 
ook het mechanische lijnteekenen, en het goed gebruik 
van de trekpen is niet een kunst, die zoo maar ineens 
wordt aangeleerd. 
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De nauwkeurigheid der teekeningen wordt besproken ; 
terecht wordt mi de geometrografie hier de toegang 
ontzegd; Lemoine houdt geen rekening met de hoeken, 
waaronder cirkels en lijnen elkander snijden en ook niet 
met de hulpwerktuigen : teekenhaak en teekendriehoeken ; 
en als zoodanig mist het door hem uitgevonden onderdeel 
der meetkunde practische beteekenis. 

Bij de behandeling van de vorming der leeraren wordt 
vooral aangedrongen op een goed gelegd wiskundig fun- 
dament; allen zijn het in Duitschland daarover eens, 

Het boek besluit met een aanwijzing tot inrichting van 
teekenzalen en een litteratuuropgave. 

Inhoud en vorm van het boek doen aangenaam aan; 
een ieder die belast is met het geven van onderwijs in 
lijnteekenen, zij de aandachtige lectuur ervan warm aan- 


bevolen. 
W. F. GISOLF. 


Vit Buitenlandsche Tijdscheiiten. 


193. Een door Newton gevonden eigenschap van een 
raaklijnen=vierhoek. 


Newton heeft (Principia Il, Lemma 25) de stelling ge- 
geven, dat de middelpunten der kegelsneden, welke de 
zijden van een vierkant raken, op de lijn liggen, die door 
de middens der diagonalen gaat. Voor de lagere meet- 
kunde volgt hieruit de eigenschap, dat de middens der 
diagonalen van een raaklijnen-vierhoek met het middelpunt 
des ingeschreven cirkels collineair zijn. 

Eenvoudig wordt dit ingezien, als men uitgaat van een 
eigenschap van een hyperbool, dat de lijn die het middel- 
punt dier kromme met het midden eener raakkoorde 
vereenigt door het snijpunt der raaklijnen gaat. 

In den raaklijnen-vierhoek ABCD (fig. 1) is AB — CB = 
=ÄÂD-—CD; een hyperbool derhalve met A en C tot_ 
brandpunten, welke door B gaat, zal ook door D gaan. 
Daar BM en DM raaklijnen aan de hyperbool zijn en het 
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midden O van AC het middelpunt der kromme is, zal de 
lijn, die O met het midden P 
van BD vereenigt, door M gaan. 

Elementair volgt deze eigen- 
schap uit de stelling, dat de meetk. 
plaats van een punt P (fig. 2), 
dat zich ten opzichte van twee 
in ligging en grootte gegeven 
lijnen AB en CD zoodanig be- 


rd € 
0-7 
Fig. 4, ESM 
5 „7 en \ kle ME 5 ë 
weegt, dat de som der drie- ON B Aar 
hoeken PAB en PCD con- RE 
stant is, een rechte lijn zal Br 
wezen. Y, 
Zij OQO CD en OR=ADB, ran 
19. 


ON MR, dan is: 
A PAB + A eier A PQR + A PQO =2. A PQM 

Is dus de som constant, dan doorloopt P een lijn even- 
wijdig met QM. 

im fe. 1 is nu: 

A AOB + A COD == A APB + A CPD = 
—= A AMB —+ACMD=t. vierh. ABCD; 
dus zijn OMP collineair. 

Voor het geval, dat de raaklijnen 
AD en DC in een enkele raaklijn 
ADC overgaat, verkrijgt men een 
eigenschap, die herhaaldelijk op- 
gegeven is (zie Nouw. Annales 1844, 
Bull, Math. El. 1906) nl.: de lijn, 
die het midden O van AC ver- 
eenigt met het midden der lijn BD, 
waarbij D het raakpunt is van den 
ingeschreven cirkel (fig. 3) gaat 
door het middelpunt M van dien 
cirkel. 

In een eenigszins anderen vorm trad ze onlangs weer 
op in den Bull. Math. El. XV, 1910, waar als No. 2086 het 

Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 5) 
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volgende vraagstuk gegeven werd: in een driehoek snijden 
de lijnen, die de middens der zijden met het middelpunt 
van den ingeschreven cirkel verbinden, van de overeen- 
komstige hoogtelijnen stukken af gelijk aan den straal van 
den ingeschreven cirkel, zooals onmiddellijk volgt uit de 
congruentie der AA MPD en QPB. 

BARISIEN gaf van deze 
eigenschap het volgende 
bewijs, waarbij niet, zooals 
hier, uitgegaan werd van 
de algemeene stelling van 
NEWTON. 

B (fig. 4) is het uitwen- 
dige gelijkvormigheidspunt 
van de cirkels, die AC in 
D en D’ raken. Derhalve 
zijn D’ en B met het punt 
E, dat op den ingeschreven 
cirkel diametraal met D 
ligt, collineair. Daar O zoo- 

Fig 4, wel het midden van AC als 
van DD’ is, loopt OM evenwijdig met D’E en wordt dus 
BQME een parallelogram. Een overeenkomstig resultaat 
geldt voor den aangeschreven cirkel. Ge 


194. Twee formules van Bretschneider over den 
vierhoek. 


In Grunert's Archiv, 1842, schreef BRETSCHNEIDER een 
artikel „Untersuchungen der trigonometrischen Relationen des 
geradlinigen Viereckes”, waarop niet die aandacht gevallen 
is, die het verdiende. Misschien mag dit geweten worden 
aan de vrij omvangrijke berekeningen, die BR. noodig had 
om zijne resultaten te vinden, maar zeker mochten twee 
dezer, uitbreidingen van stellingen van PTOLEMEUS en 
BRAHMAGUPTA, wel meer bekend zijn. Zelfs DosTOR in 
zijne Propriëtés Nouvelles des Quadrilatères (1868), waarin 
bijna 400 stellingen genoemd worden, geeft de theorema’s 
van BRETSCHNEIDER niet, 
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1. Uitbreiding van de stelling van PTOLEMEUS. 
Zijn van vierhoek ABCD (figuur) de diagonalen e‚ f en 
de zijden a, b, c‚, d dan geldt de betrekking 
e°f? =a?c? + b?d? — 2abed eos (A + C) 
ECKHARDT gaf hiervan in het Zeitschr. f. Math. uv. Naturw. 
(XL, 1909) het volgende meer meetkundige bewijs. 

Door de hoek- 
punten A en C 
worden lijnen 
evenwijdig met 
BD getrokken en 
vervolgens op de 
in de figuur aan- 
gegeven wijze de 
gelijkbeenige tra- 
pezia DBGH en 
DBFE geconstru- 
eerd. Dan zal ook EFGH een gelijkbeenig trapezium zijn 
en ontstaan er 3 gelijkvormige AA ADE, DBA en BAF, 
Hetzelfde is het geval met de AA HDC, CBD en GCB. 

Men vindt nu: 


BAS, Ar=S, Br 
dij dij % 
Gers en ke 
dl dij 


…… be? a?d? Zabed eos (A +-C) 

ì ds Die Dr en 

of sta? =b?e? Had? —Zabedeos(A +0) . . . (1) 
Trekt men nu CE, en CE, evenwijdig met FG en met 

EH dan wordt: 


2 OT F2 
meen iid 


— ; dus: E‚„A =CH— EA = 

A x 
B‚F=0G=S; dus: E‚A=CG Ar ld 

In den gelijkbeenigen driehoek E‚CE, heeft men: 
CE,? —CA? =E,A X AF, 

(d? Ee 0) (a? en b?) 

nen ene 

dus Dy Kr CDI EE DEE S (2) 


9 


of ss y= 
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Uit (1) en (2) eindelijk de formule van BRETSCHNEIDER : 

ny? =a?e? + bd? —Zabedeos(A JC) . . . (3) 

Voor A—+(C==180° is (3) de stelling van PrOLEMEUS; 

verder blijkt uit de algemeene formule, dat voor andere 
waarden van A+ C steeds xy minder is dan ac + bd. 


II. Uitbreiding van de stelling van BRAHMAGUPTA, 

Voor een willekeurigen vierhoek wordt definhoud I voor- 
gesteld door : 

I= v{(s — a) (s — b) (s — c) (s — d) — abed eos° (A + C)] 

Casey geeft in zijne Plane Trigonometry van deze formule 
het volgende bewijs. 

| 21 =be sin A + ad sin C 

Uit b2 4e? — be cos A —= a? Hd? — Zad cos C 
volgt: (bc)? —(a—d)? =4beeos? A +4 4adsin? CO 

— (b— ce)? + (add)? =4be sin? A + 4ad eos? OC 
Vermenigvuldiging geeft: 
(s — a) (s—b)(s— ce) (s —d) = 1? + abed eos? H(A + CO) 

Voor een koordenvierhoek wordt dit de bekende formule, 
die reeds den genoemden Indischen wiskundige (+ 600) 
bekend was. Ook blijkt er uit, dat een vierhoek met ge- 
gevene zijden een maximum inhoud heeft als hij in een 
cirkel geplaatst kan worden. IE 


195. Oplossing van drie vergelijkingen met 3 onbekenden. 


at ye=h? (1, pt egt @), 22 —ay=r? (3) 
Vermenigvuldig ze met y, z en & en tel op. 


2 ” bj) 2, Ib en y pl bj bh} 
16 IL Pitagora, No. 6—7, 1912. 
196. Driedeeling van een hoek. 


In The Philosophical Magazine and Journal of Science, 
April 1912, bladz. 646 geeft NEvIL MASKELYNE de volgende 
constructie om een hoek in drie gelijke deelen te verdeelen : 
Beschrijf uit het hoekpunt a cirkels, die het eene been in 
b, d en f, het andere in c,e en g snijden, zoodanig dat 
ab:ad:af =ac:ae:ag=3:2:1. Trek door het snijpunt h 
der lijnen bg en fc uit a een cirkelboog, die de beenen in 
k en j snijdt, dan wordt deze door de lijnen dg en fe en 
de beenen in drie gelijke deelen verdeeld. 
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Op bladz. 860 geeft T. J. L. A. BROMWICH aan dat door 
deze constructie een hoek 3a verdeeld wordt in stukken, 
ongeveer gelijk aan a+ ta, a—}ta?, at-4a?® voor kleine 
waarden van a. 


Voor een hoek van vindt hij de deelen 
50 LOO 0005 

60° 209 Some 200 33 

U OO Iode 300 

1208 41968 36°64 41° 68 

L5UE 52043 45014 52043, 


RDR EREUDSON AG St, ah y, Á bac =u 
ZL baj —=6 stelt, en dan vindt: 


Simo RA ASL G 
DEndosie Gn 2e —yCOoss’ 
zoodat 6 sin 9 +3 sin (x — 6) — 8sin > —0 


waaraan niet voldaan wordt door 6=}a. 

Stel a —=60, 4—=2A Je, dan is voor kleine hoeken 

WIE rt TCE 
197. De som der 4de machten van drie op elkander 
volgende getallen, vermeerderd met 10 is het drievoud 


van een 2de macht. 
Q. Delhez. Mathesis 1912. 


198. Vierhoek met loodrechte diagonalen 


Als de diagonalen van vierhoek ABCD elkaar recht- 
hoekig in S snijden, dan is de som der stralen der inge- 
schreven cirkels der driehoeken ASB, BSC, CSD, DSA 
gelijk aan de som der diagonalen, verminderd met den 
halven omtrek. 

Ap Alasia, Mathesis 1912. 


199. Eigenschap van gelijke driehoeken. 


Als in de evengroote driehoeken ABC, A’B'C’, enz. de 
betrekking bestaat: 


, 2 eo == 0 
dan heeft men ook: 
Ya? = Xb? + Ze? 
Ar Bisman, Mathesis 1912, 
200. Eigenschap van een driehoek. 


Op de zijden AC en AB van A ABC kiest men de punten 
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D en E zoodanig, dat de hoeken CBD en BCE gelijk aan 
ZA worden. Men heeft nu: 
Be bD XICH 
AL de St. Vincent. Mathesis 1912, bl. 110. 


201. Eigenschap van een gelijkbeenigen driehoek, welks 
hoogte aan de basis gelijk is. 


In dezen driehoek wordt de hoogte door den ingeschreven 
cirkel in gulden verhouding verdeeld. 

Q. G. E. C. Casey. Mathesis 1912, bl. 111. 

202, Een paar rekenkundige aardigheden. 

Wiskundige verpoozingen hebben steeds veel belang- 
stelling gevonden. We herinneren aan de Problèmes plai- 
sants et délectables qui se font par les nombres door BACHET, 
SIEUR DE MERIZAC (1612), waarvan nog LABOSNE in 1884 
een édition simplifiée et augmentée bezorgde. In latere tijden 
kwam Lucas met Arithmétigue amusante en zijne vier deelen 
Récréations mathématiques; DE MORGAN met 4 budget of 
Paradores (1812); RousE BALL met Mathematical Recreations 
and Problems, waarvan Frrz PATRICK (1909) zoo’n veel 
vermeerderde Fransche vertaling bezorgde. In den laatsten 
tijd heeft ook Duitschland bijdragen geleverd: AHRENS gaf 
in allerlei formaat Mathematische Unterhaltungen und Spiele uit, 
SCHUBERT schreef Mathematische Muszestunden 1906. 

Toch worden er nog telkens nieuwe aardigheden bedacht, 
die wel bekend mogen zijn ; onze schrijvers konden hiervan 
voordeel hebben: zij zouden hunne boeken met leerzame 
en boeiende vraagstukken kunnen verrijken. 

Een paar mogen hier worden meegedeeld. De eerste werd 
dit jaar gegeven in het Zschr. für math. u. naturw. Unterr.; 
de tweede is een uitbreiding van een opmerking van 
Lucas, die lange jaren geleden in Nature werd gevonden. 

a) 1. Neem een getal van 3 cijfers. 

Plaats hetzelfde getal achter het eerste. 
Vermeerder het verkregen getal met 3668. 
Deel de uitkomst door 7. 

Vermeerder het quotient 1426. 

Deel de som door 13. 

Vermeerder het quotient met 1071. 

Deel de som door 11. 


APD WN 


Zil 


Uit de verkregen uitkomst kan het oorspronkelijke getal 
onmiddellijk gezegd worden, dit is nl. 111 kleiner, zooals 
blijkt uit het volgende schema, waarin het oorspronkelijke 
getal = a gesteld is. 


1001 . a + 3668 


8 143.a d- B24 4 1426 
deelt 


ad- 111 

Het is duidelijk, dat men door de optellers te veranderen, 
komen kan tot uitkomsten, die met een willekeurig bedrag 
het gegeven getal overtreffen ; de deelers kunnen wel in 
andere volgorde genomen-worden, maar moeten de factoren 
blijven van 1001, daar het oorspronkelijk getal met 1001 
vermenigvuldigd is. 

Op dit stramien kan voortgeborduurd worden. Plaatst 
men b.v. een getal van 2 cijfers driemaal achter elkander, 
dan is het vermenigvuldigd met 10101 =3 X 1 X 13 X 81 
en men zou nu een kunststukje kunnen opmaken op grond 
van het volgende schema: 


; 10101a + 33 
- 9561a + 11 + 199 
13 481la —- 50 _—+ 100 
37 _1a Le 10 —J- 560 
à a J- 10. 


De optellers zouden hier dus b.v. kunnen zijn 83, 199, 
100 en 360. | 


b. Lucas heeft opgemerkt, dat : 

8 X 1234567189 + 9 == 98717654321 

Dit is voor uitbreiding vatbaar op een willekeurig tal- 
stelsel en wel aldus: 

In het n-tallig stelsel worde een getal genomen, gevormd 
door de eerste p cijfers in opklimmende volgorde. Ver- 
menigvuldigt men dit met n —?2 en vermeerdert men het 
produet met p, dan is de uitkomst een getal, bestaande 
uit de laatste »p cijfers van het stelsel in afdalende orde. 

Men heeft dus voor: 


n=, p=2; 3X 12243 
Hp BEK 23E 3 nt 


(P 


en in het algemeen : 
(n_2XI12 pp | pn den ZE 
Door den vermenievuldiger te beschouwen als (n — 1) — 1 
overtuigt men zich eenvoudig van de juistheid der stelling. 


Q. 


VRAAGSTUKKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór 25 Jan. 1918. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. Ì 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door ; g 

Ze onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven ; 
dan een ruimte van 6 of 8 cf. open te laten ; 

Ze daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: op= 
(OSS VON Han 

8e boven de oplossing te schrijven: Met ... fig.) als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens Ze en Se. 


856. In een veranderlijken A ABC, zijn A en het midden 
M van BC vaste punten; het voetpunt D van de bissectrix 
van ZA beschrijft een rechte loodrecht op AM. Meet- 
kundig te bewijzen, dat B en C eenzelfde hyperbool be- 
schrijven. 


Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 


851. Zij H het hoogtepunt van een A ABC; D, E‚ F' de pun- 
ten waar de ingeschreven cirkel de zijden BC, CA, AB raakt. 


(3 


Op AH, BH, CH neemt men van A, B, C naar H lengten AD’, 
BE’, CF’ gelijk aan den straal van den ingeschreven cirkel. 
Bewijs dat de cirkels op DD’, EE’, FF’ als diameter be- 
schreven, elkander snijden in het Feuerbach-punt (raak- 
punt van ingeschreven cirkel en negenpuntcirkel). 

R. GOORMAGHTIGH. 


358. De zijde BC van A ABC is onveranderlijk, en / A 
constant. Eene rechte, loodrecht op BC, snijdt de ver- 
anderlijke zijde AB in D; de lijn door D evenwijdig aan 
BC getrokken, ontmoet AC in M. 

De meetkundige plaats van M is een hyperbool H. 
Verandert de waarde van Z A, dan blijft H door vier vaste 
punten gaan; haar centrum beschrijft een parabool, een 
harer asymptoten heeft een onveranderlijke richting, de 
andere omhult een parabool. R. GOORMAGHTIGH. 


959. Te integreeren de differentiaalvergelijking : 
u? (a + es — a (we? 44 +5) je Hy (w? 4 Zar J4)=0 


Breda. N. C. GROTENDORST. 


860. In een cirkel heeft men twee gelijke evenwijdige 
koorden getrokken AB en CD; een willekeurig punt P op 
be AC is met B en D, en een willekeurig punt Q op bg BD 
met A en C vereenigd, Deze vereenigingslijnen geven 
twee snijpunten E en F. Te bewijzen dat EF door het 
middelpunt gaat. 

Utrecht. He AsT. TER HAAR: 


361. Gegeven twee cirkels O, en O,, die door een 
derden 0, gesneden worden, O, in A en B, O, in Cen D. 
Men vraagt op O; een punt te bepalen, zoodanig dat als 
men van daaruit rechten trekt door B en C, de tweede 
snijpunten E en F met de cirkels O, en O, liggen in een 
lijn evenwijdig aan BC. Beh Am TaTERs HAAR: 


UT 


O 


dl 


5962, Bereken u= | log (sin #) dee (EULER). 


0 
Bussum. H. JANSSEN JR. 
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863. Als in een driehoek het quadraat van de hoogtelijn 
op een der zijden gelijk is aan driemaal het produkt van 
de stukken, waarin ze deze zijde verdeelt, dan loopt de 
lijn van EULER van dien driehoek evenwijdig aan de ver- 
deelde zijde. 

Den Haag. D. J. KRUIJTBOSCH. 


564. Men heeft twee gelijke stellen, elk van n elementen — 
bijv. twee gelijke spellen kaarten of twee bussen met 
nummers van 1 tot „2. Men neemt telkens blindelings van 
beide stellen één element weg, totdat er geen element 
meer overblijft. Hoe groot is de kans, dat men één- of 
meermalen twee gelijke elementen wegneemt ? 

Den Haag. Dr. H. ONNEN. 


8965. Gegeven van een afgeknot driezijdig prisma 
ABCDEF grond- en bovenvlak, de lengte der ribbe BE en 
de hoek B van het trapezium BCEF. Gevraagd: aan te 
geven hoe dit prisma geconstrueerd kan worden. 

Amsterdam. D. POSTMA. 


866. Gegeven twee concentrische ellipsoïden met even- 
wijdige asrichting. Bovendien bestaat tusschen de assen 
de betrekking: 

VA 

Men denkt raakvlakken aan de binnen-ellipsoïde op 
een afstand d van het middelpunt. Bewijs, dat de door- 
sneden van deze raakvlakken met de buiten-ellipsoïde 
een constant oppervlak hebben. 

Maastricht. J. TUMMERS. 


867. Gegeven een centraal kwadratisch oppervlak O0. 
Men beschouwt vlakken, die door een lijn U gaan. De 
meetkundige plaats van het middelpunt der doorsnee van 
deze vlakken en O, is een kegelsnede K. Als de lijn ? 
zich verplaatst, zoodat ze evenwijdig blijft aan een vast 
vlak V, dan zal het vlak der kegelsnede K om een vaste 
rechte d draaien. De richting van d is toegevoegd aan 
het vlak V. 

Wat is de meetkundige plaats der kegelsneden, als de 
lijn door een vast punt gaat ? J. TUMMERS. 
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568. De meetkundige plaats te bepalen van de toppen 
der »-zijdige pyramiden, die denzelfden regelmatigen n-hoek 
tot grondvlak hebben en waarvoor de som van de 2de 
machten der opstaande ribben —= P?, en de som van de 
4de machten = Q*. 

s-Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


869. Construeer, door gebruik te maken van vraagstuk 
954, bladz. 67, jaargang 8: 

a. Een cirkel, gaande door 2 geg. punten, en een geg. 
cirkel inwendig rakend. 

b. Een cirkel, gaande door een geg. punt, en 2 geg. 
cirkels inwendig rakend. 

Zoeter woude. J. A. WERTENBROEK. 


910, Gegeven een cirkel M,‚, 2 cirkels M, en M‚, welke 
M, inwendig raken, en een 3de cirkel M‚, welke M,‚ uit- 
wendig raakt. FE, ‚en T's „ zijn de lengten van de ge- 


meenschappelijke inwendige raaklijnen van M, en M,, 
resp. M; en M,. Zijn nu t, en #; de lengten van de raak- 
lijnen uit het gemeenschappelijk raakpunt P van M, en 
M, aan M,, resp. M; getrokken, dan geldt: 


/ e / oe ° 
Ë Dede T Ee Mr ba: EN J. À. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 63, bladz. 222, Akte Kv 1900. Diffe- 
rentiaalrekening No. 2. 
Waarin gaat de uitdrukking : 


over, als men y tot onafhankelijk veranderlijke neemt ? 


du_ du dx 


Alsemeen is, wanneer «== f (@, 4), En En 0 


du 
du_ dy 
de dw 
dy 
je dys en 
Voor. u=y heeft me dn de 
dy 
da 
dy dy Senate 
Voor u= Eat Jr in de) 
d 
edy dy dy? dy dy 
Voor u= dr? ” » dx? (GE 
dy 
Rd d* 
Voor u= ER NR 


Te 
dy dy* dy? dy? dy) dy* 
5) 
dy 
Substitueert men deze waarden in de gegeven uitdruk- 
king, dan krijgt men: 


d de de der (5e dr, (Zn d*x 
OE duyedin dy? dy? dy nn 
( dae \ 7 
(2 (7) 
5 3, 2 
5 (Ts) Da Gr) nett a) Gelk 
ies EEP Ne En 
d 
dt ie dE 
Sar? (Ge) 
—= dr)’ 
dy 


E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; K, SCHOUTEN, Rotter- 
dam ; Dr. J. VREESWIJK, Utrecht. 


Antwoord op Vraag He bladz. <22, Akte Kv 1901, Analy- 
tische Meetkunde No. 


Û 


Gegeven is op een rechthoekig stelsel de ellipsoïde : 
(r—a)?  yY?22 
zi ank ME ene AE) 
De vergelijking te bepalen der conoïde, die de Z-as tot richt- 
lijn heeft en de ellipsoïde omhult. 
We nemen aan, dat een rechte conoïde bedoeld is. 
Stellen we een der beschrijvende lijnen voor door 
EN ee (2) 
dan moet deze met de gegeven ellipsoïde twee samen- 
vallende punten gemeen hebben. Substitueeren we de 
waarden van y en z uit (2) en (1), dan komt: 
1 a? 5e À 
enn? 
of (bee? Ha?e?a?) wr? — 2ab?e?r + ab? =0 
en krijgen we de betrekking: 
a?bict =a? bte? B? de a*b?c?a? 2? 


of b2c? —b22? — ata? B? =0. 
Uit (2) volgt e= Ee B=z. 


Deze waarden, gesubstitueerd in (3), geefs: 


2 
bee? — be? —a? dz? =0 
16 
2 2,2 22 
of RE ee ef 
TE dege bc? 


als de gevraagde vergelijking van de conoïde. 
E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; K. SCHOUTEN, Rotter- 
dam; Dr. J. VREESWIJK, Utrecht; H. v. TIJNENBERG, 
Bergen (N-H.); J. A. WERTENBROEK, Zoeterwoude. 


Vraag 65. Waar vind ik een goede verzameling vraag- 
stukken over gammafuncties ? M, te ’s-G. 


Vraag 66. Op te lossen: 
w? 2) par! (a? Hy! — Lay = (ew? +2) 
(Kv 1907). 
Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


Vraag 67. Gevraagd de oplossing van vraagstuk Akte 
Kv, 1901, Analytische Meetkunde No 3: 
Te bepalen de meetkundige plaats van die punten. eener 
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ellipsoïde, voor welke de afstand van het raakvlak tot het 
middelpunt standvastig =p ús. 

Aan te toonen, dat de vlakken, door het middelpunt, even- 
wijdig aan deze raakvlakken gebracht, de ellipsoïde snijden 
volgens ellipsen, die een standvastig oppervlak hebben. *) 

Utrecht. JOH. Á. VREESWIJK. 


Necrologie 


Henri Poincaré (1854—1912). 

Een der grootste wiskundigen van dezen tijd, POINCARÉ, 
die zoowel op het gebied der zuivere mathesis als op dat 
der mechanica, mathematische physica en astronomie een 
grooten naam had, is 16 Juli jl. te Parijs overleden. Zijne 
voornaamste werken waren: Problème des trois corps et les 
équations de la dynamique, Note sur les principes de la méca- 
nique dans Descartes et dans Leibnitz, Mécanique céleste, La 
Science et U Hypothèse, Valeur de la Science. 

POINCARE was directeur van den Bulletin astronomique 
en de voornaamste medewerker van het Jowrnal de mathé- 
matiques pures. In 1908 werd hij gekozen tot lid der 
Académie Frangaise als- opvolger van SULLY PRUDHOMME; 
toen reeds telde de lijst zijner publicaties 1300 nummers. 


borrespondentig. 


Het stukje van den Heer C. KREDIET (8en jg. bladz. 209) 
„lets naar aanleiding van het kenmerk der ontwikkelbare 
oppervlakken” geeft mij aanleiding er op te wijzen, dat 
met behulp van functionaaldeterminanten gemakkelijk te 
bewijzen is, dat uit rf —s? —=0) volgt p =op (q). 


1) Zie vraagstuk 366 in deze aflevering. 
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5 ar el Door eliminatie van 
— Je (xy) 


y uit beide vergelijkingen vindt men: p =p (rg). We be- 
schouwen nu: 
pg: (e) | dm nd | 
qe (xy) Gd q= gs (24) 
Volgens een bekende eigenschap geldt nu: 


(a) =D) (ED 


We mogen schrijven 


En CAR 
of rs == ps ij 
waaruit dadelijk volgt: <= £ Nh zoodat p == (q). 
Zoeterwoude J. A. WERTENBROEK. 


Nieuw verschenen werken,’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van Boyman’s Boekhandel, Rotterdam. 


F, J. VAES. Axonometrie (Dimetrie, Isometrie, Trimetrie) 
I. Afbeelden van lichamen; IL. Constructies; III. Opper- 
vlakken. Met bijna 200 vraagstukken. 1912. f 1,75. 


Uitgave van Wed. J. R. v. Rossum, Utrecht. 


W. J. M. v.Dp. WIJNPERSSE. Leerboek der Natuur- en 
Werktuigkunde in verband gebracht met de praktijk. 
Algemeene eigenschappen, evenwicht en beweging van 
vaste lichamen, vloeistoffen en gassen, met 193 vraag- 
stukken en 107 tusschen den tekst gedrukte figuren, 
Bet 90. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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Uitgave van Willemsen d Co, Rotterdam. 


J. DU SAAR. Levensverzekering. Eenvoudige behande- 
ling van de berekening in het levensverzekeringsbe- 
drijf. 1912, 


Uitgave van Gauthier— Villars, Paris. 


LEON AUTONNE. Sur les groupes commutatifs et pseudo- 
nuls de quantités hypercomplexes. 1912. 


Uitgave van W. Versluys, Amsterdam. 


Dr. A. KEMPE. Der Fermatsche Satz. Versuch einer 
Beweisführung dieses Satzes. 1912. 


Uitgave van G. C. T. v. Dorp dk Co, ’s-Gravenhage. 


J.J. FEYTES. Verhandlung der allgemeinen Auflösung 
des Theorems Fermats. 1912. f 1,75, 


Uitgave van De Boer & Co, Rotterdam. 


J. J. HETTERSCHIJ. cosna=4 ("4 
P 
1912. f 0,60. 
Uitgave van J. Waltman Jr, Delft. 


C. D. C. APELDOORN, Leerboek der Werktuigkunde. 
Deel 1. Theorie en toepassing daarvan op eenvoudige 
werktuigen. 1912. 
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Geronne's stapelprohleem 


DOOR 


Dr. H. ONNEN Sr. (Den Haag). 


(Vervolg) 
TE 
Formules voor een willekeurig aantal 
verdeelingen en opstapelingen. 


10. Door eliminatie van m, tusschen (m) en (z,) vindt men 
voor de methode met omkeering, met inachtneming van (1): 
ZA Erg Nap Tjen evene «ve r{8) 
Wij vermenigvuldigen deze vergelijking met A,A,...A, 4 
en stellen dit product kortheidshalve = P, ,, in het 
algemeen: 
A, Ao A,=P, 


gouda PA, P;=A;As,…enz, terwijl P, gelijk 1 te 
stellen is. 
De vermenigvuldiging met P, , geeft dan : 


te en edel 


Wij stellen #—=1, 2, 3, .... en summeeren. Er komt dan 
voor 4 termen, daar 2, =0 is: 


d () 
z, P, =iN a le, Pres | — 2e ; P, 4 | ä 
De eerste somvorm is, voluit geschreven : 
Brel drAr tshirt Grt (AjAa ses A; 9) a 
+a;(A,As..A, jj). 
Wanneer wij de verdeelingsgetallen A,‚, A,,..…. A, als 


gegeven beschouwen, hangt de numerische waarde van 
n Oer en don dal lS 0 
dezen vorm alleen af van a,, as, ‚‚ dat is dus van 


de wijze, waarop na elke verdeeling de hoopjes op elkander 
gestapeld worden. 
Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. ks, 
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Is omgekeerd de getalwaarde der uitdrukking bekend, 
dan kan de opstapelingswijze er uit afgeleid worden. 
Want, daar altijd 

a, < A; 
moet zijn, is a, de rest, die overblijft, als men het getal 
deelt door A,, a, de rest, die overblijft, als men de gehee- 
len van het quotient deelt door A, enz, tot ten laatste 
de deeling door A, de rest a, overlaat. 

Daar ook altijd 
| r, 4 A; 
is, stelt de tweede somvorm een getal voor, dat op dezelfde 
wijze afhangt van rj 

Aangezien deze en dergelijke getalvormen in onze verdere 
analyse een belangrijke rol spelen, voeren wij daarvoor 
een verkorte schrijfwijze in. Wij schrijven namelijk 


G; (a) 
om aan te duiden het getal, dat, achtereenvolgens door 
verdeelingsgetallen A,‚, A», .… A, gedeeld, tot resten 
OMOrLAAL RO a, en 

G,(r) 
wanneer die resten r,, r,,.… r, zijn. 


En zoo wordt dan de laatste vergelijking eenvoudig 


aldus geschreven : 
zb =NG(a)— Gr) 


11. Bij de methode zonder omkeering is het opmaken der 
overeenkomstige formule iets minder eenvoudig. 

Wij moeten beginnen met in (z,) te substitueeren 

Ii teen 
uit (3). De formule wordt dan: 
(a, 1) p;— mw; = 2 

Daar a’, het aantal hoopjes is, dat bij de ge opstapeling 
boven het hoopje met X geplaatst wordt, is a’, 1 het 
rangnummer, dat het hoopje met X, van boven af gerekend, 


bij de opstapeling verkrijgt. Wij noemen dit rangnummer 
q,‚ en nu krijgt (z,) deze gedaante: 
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PD an Tek erts 420) 
De eliminatie van m, tusschen (m) en (z;) geeft thans: 


Wij kunnen hieruit den term met xv; verdrijven, door de 
ie verdeeling en opstapeling te combineeren met de (41e. 

Vervangt men in (9) # door  —1, dan heeft men: 

EAT fer 
en nu kunnen wo, en wv, ‚ uit deze vergelijking en (9) ge- 
elimineerd worden met behulp van (x). Men zal vinden: 
B ra N Ag nr lid Per BiA. 

Wij vermenigvuldigen met P. 5: 

Eens N (Parijse) — 
et 
en summeeren, maar moeten daarbij onderscheid maken 
of d even of oneven is. 

Voor een even aantal termen stellen wij #=2k en sum- 
meeren van k=l tot k=i/,. Voor het eerste lid der ver- 
gelijking geeft deze optelling : 

ils 
el [or Pag — 242 Pia) ritt 
omdat z, P,=0 is. Wij vinden dus: 
il. 
TN [aa Poza Prd 5 
is 
ER Ean Poro t S27 Bi smald 

De eerste somvorm is, voluit geschreven : 

dte Gaur dsArAareer qe Sj (ArAaen Aro) de 
Ein q (AsAs … Aj) 

Deze vorm hangt op soortgelijke wijze van q af, als 
G‚(a) in No. 10 van a. Er zijn echter twee punten van 
verschil. Ten eerste kan q, nooit =0, daarentegen wel 
hoogstens — A, zijn. En ten tweede zijn q,, q2, .-. q; beur- 
telings negatief en positief. Niettemin blijft het waar, dat 
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Qi, HQ2s er —Qj_ {9 +9, de resten zijn, wanneer men 


den vorm achtereenvolgens door de verdeelingsgetallen 
deelt, als men er slechts de voorwaarde aan verbindt, dat 
het quotient, waar het ter vermijding van een rest =0 of 
ter verkrijging van een negatieve rest noodig is, ééne 
eenheid kleiner of grooter genomen wordt. 

Wij zullen dezen getalvorm aanduiden door 

GF q), | 

door het accent te kennen gevende, dat geen resten = 0 
voorkomen en door het dubbele teeken =, dat de teekens 
der resten afwisselen en dat de eerste term negatief is. 
Was de eerste term positief, dan zouden wij het dubbele 
teeken + schrijven. 

De tweede somvorm is 


Min SsAre ret Aaki else a) (AA, Ao) 
+ S;(AjAs An 
en komt overeen met G, (r), met dit verschil, dat de 


resten om den andere een r en een s leveren, Wij duiden 
dit aan door 

G, (rs) ’ 
waaruit gezien kan worden, dat de eerste term, is, want 
was deze s,, dan zouden wij schrijven: G, (sr). 


Op deze wijze krijgen wij een formule, die gelijkvormig 
is met (Z,), namelijk : 
zB NGE) — Ge (rs) en 
Voor een oneven aantal termen stelle men {=2kj1 en 
summeere van k=1 tot p= 5E Het eerste lid der ver- 
gelijking geeft dan: | 
il 
2 
a zor Pora Zoi Paz =P; — zip, 
=2,P. —(q, — 


daar, volgens (23), 2, =(q, —1)p, en P‚p, =A,p;, =N is. 
Voorts zal men vinden: 
1—l 


en aar Por — az Pag | == tE) 


1 
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CE 
zl 


2 rar en a Paz | mn Ger) — G; (er) 
omdat s, =0 is; zoodat men ten slotte krijgt: 
z;P,SNI[G (EDI Een) (Zo) 


12. Ten einde niet in de noodzakelijkheid te zijn, telkens 
verschil te maken tusschen de drie gevallen : met omkee- 
ring, zonder omkeering met even aantal verdeelingen en zonder 
omkeering met oneven aantal verdeelingen, vereenigen wij de 
drie vergelijkingen (Z,), (Z») en (Z3) in ééne formule: 

Ne een dn el  Á) 
dl 2 (À (À 
en noemen S, het stapelgetal en R‚ het restgetal voor 
verdeelingen en opstapelingen. 

Bij de methode met omkeering is dan: 

Bij de methode zonder omkeering is: 
voor 4 even: 

D= G, (Eq) en R‚=G,(rs) 
voor 4 oneven : 


13. Wanneer men de verg. («) van No. 7 met Est 
vermenigvuldigt en daarna summeert, vindt men voor 
t termen: 

‚4 (À (2 (} r 
ler] Sealine) + Eler). 
Van de termen in het eerste lid blijven alleen over: 
x,P.— a, P,=a,P.—N. 

De somvormen in het tweede lid zijn, volgens de aange- 
nomen notatie: G,(r) en G,;(5). 


De geheele vorm wordt alzoo : 
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IV. 


Directe berekening der groepen z en x na een willekeurig 
aantal verdeelingen en opstapelingen. 


14. Daar 
EE en OA Sake 
is, zullen de getalvormen G,(r), G‚(s), G,(rs) en G,(sr) 
(No. 10 en 11) minstens =0 en hoogstens 
(À 
=E [ADP | De rear en 
zijn. Voor het restgetal R‚ (No. 12) geldt dus: 
EE, 

Daar alzoo R, altijd kleiner is dan P, kan in de formule 
(Z) R‚ beschouwd worden als de rest der deeling van 
NS. door P, en dan is z, het geheele getal van het quo- 


tiënt. Volgens een bekende schrijfwijze voor het grootste 
geheele getal, dat in zekeren rekenkundigen vorm be- 
grepen is, hebben wij derhalve: 


NS, 
le een (10) 


Passen wij dit toe op het voorbeeld van No. 9, om bijv. 
2, te berekenen, dan hebben wij met omkeering : 
S= G(a) =a, Jas P, Has Po Has Ps 
—=4J0OX6H-2X18H1X72 


2 
en 
EEE Be. ef 
a Ean | 94: R, 192, 
Zonder omkeering (d even): 
D= Gs, (EQ) =d qe P, — gs Pa + qa P3 
—=__23X6—2X18H2X712 
Rd | 
waarin q,=a’; +1 genomen is, en verder: 
En Peel TRI 120 


87 


Wil men z; berekenen, dan is 4 oneven en men heeft: 
msg) le eg nde Bit geba 
—=_l42_3X6H42X18 


Olt 
BI 12; R,=48, 


15. Met behulp van de formule (X) kunnen wij voor 
elke waarde van # de groep & berekenen. 
Daar namelijk G, (r) en G, (s) minstens 0 en hoogstens 


P.—l1 zijn, is: 
of: 


Hieruit blijkt, dat voor iedere 4 slechts twee waarden 
van w, mogelijk zijn, t‚.w.: 
x‚—lof =2 als: OREN SE dis 
D= SS On P.{N<2P, is 
in het algemeen : 
x‚=—=a of=atl als: (a —I)P, € N<{aP. is. 
Wij zullen nu aantoonen, dat #,=« of =a j1 zal zijn, 
naar gelang het restgetal R‚ { of ja P-—N is. 
Voor x‚=a geeft (ASN 
Gr) + Ge) =ab.—N, 


zoodat: 
G, (r) Gb sN 


moet zijn. Voor v,=a + 1 geeft (X): 
Gr) GB) =(a +1) De 
en daar 
G(s) ge PE 
is, vindt men door aftrekking: 
Gems Ba Nintl 
Öl 
Gr) jaP—N. 


88 


Daar bij de methode met omkeering R‚=G;(r) is en w, 
niet anders dan «a of « + 1 kan zijn, is hiermede bewezen, 
dat bij deze methode inderdaad #,‚=« of =a Jl is, naar 
gelang R‚ < of jaP,—N is. 

Uit de beteekenis van G,(r), GS, G‚(rs) en G, (sr) 
volsvwverder, dat: 

G, (P) G, En G, (rs) H- G, (sr) 
is, zoodat (X) ook aldus geschreven kan worden: 
Do, PN G, (rs) + G, (sr) 

En nu leidt men hieruit op dezelfde wijze voor de 
methode zonder omkeering af, dat, met evene zoowel als met 
onevene waarden van ò, w‚=ax of =ax+jl is, naar gelang 


R‚ C of >aP‚—N is 
Men vindt dus x, door eerst « te bepalen uit: 


mn 


a 


(2 IP.AN CaPo oee 


en dan te onderzoeken of R$ EDEN iS. 


In het voorbeeld van No. 9 met N=48 is P,==216, dus 
a=l en #,==l.-of 2 In No. 14 bleek met ome 
R,=192 fe zijn, dus ) P‚, —N=216 =48 Soo zO0R 


L,—=? is. Zonler omkeering was R‚==120 dus (168, zoo- … 


datsdaars rds: 
Voor de berekening van xs (zonder omkeering) heeft men: 
P, =12, a=l, Rs =48) PP, —_ N= 12 48 == 24 AUS 


A 


Bepaling van het rangnummer van A na een voldoend 
aantal verdeelingen en opstapelingen. 


16. Wij noemen Q‚ het rangnummer van X na de de 


opstapeling van boven af geteld (event. na de omkeering). 

Uit No. 8 volgt, dat de groep van x» kaarten, die X be- 
vat, door herhaalde verdeeling en opstapeling ten slotte 
altijd tot 1 of 2 teruggebracht wordt, onverschillig, welke 
verdeelingsgetallen aangenomen worden en hoe de op- 
stapelingen ook geschieden mogen. Er komt dus òf een- 
maal een zekere «,=—l òf wel de groep « blijft van een 


zekere wv, af permanent =?2. 


en 
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Stel v‚=l, dan is Q‚=z, 1 en dus volgens No. 14 te 
berekenen. 

Is de groep x tweemaal achtereen =2, bijv.r, _; =x;=?, 
dan kan Q‚=z;t 1 of =z,J-2 zijn, maar dan is men 
toch in staat te beslissen, op welk van deze twee num- 
mers X gelegen is Want volgens de opmerking aan het 
slot van No. 8 moet in dat geval X noodzakelijk òf in 
het eerste òf in het laatste hoopje liggen. Is het bekend 
geworden, in welk dezer hoopjes X zich bevindt, dan 
wordt Q‚=z, +1 of —=z, 2, naar gelang: 

met omkeering X in het laatste of in het eerste hoopje 

zonder omkeering X in het eerste of in het laatste hoopje lag. 

Het is nu de vraag, na hoeveel verdeelingen en opsta- 
pelinsen de geroep «#, voor het eerst =l of tweemaal 
achtereen =2 wordt. 

Uit No. 15 volgt: 

a. dat z‚ slechts dan =1 kan zijn, als N < P, is; 

b. dat x, slechts dan =2 kan zijn, als N Eô 2P. is; 

c. dat #,, voor N { P, geen andere waarden hebben 
kan dan 1 of 2; ed 

d. dat xr, voor N < P, gelijk 1 of 2 is, naar gelang 
R;‚ of )P.—Nis; 

e. datx., voor P. < N <2P,, gelijk 2 is, als R‚ <2P. — Nis. 

Zijn nu P, ‚ en P, de twee op elkaar volgende waar- 
den van P., waarvoor 

V <N& P, 


is, dan is het vooreerst duidelijk, dat #, , nooit =?2 kan 
zijn, want dan zou (volgens b) N < 2P, „ dus 


Le en <2 et 


moeten zijn, waaruit zou volgen: 
En A 


DE 


| A1 ‘2, 
wat nooit voor kan komen. 


2 


of, daar P, ;„=A, 4 1 


90 


Voorts kan (volgens a) z,_, nooit==1 zijn, omdat N > 
P,_j is, en slechts dan —2, als N < 2P__; is 6); terwijl 
D, en », 11 niet anders dan 1 of 2 kunnen zijn (c). 


Hieruit blijkt, dat n verdeelingen altijd noodig en soms 
voldoende zijn, terwijl n +1 verdeelingen altijd voldoende en 
soms noodig zijn. 

Men heeft namelijk: 

x,=l, dus Od: als Lhee et is (d); | 
By dusQ,=zHlof =z 12, alsk, ) Nek 
Ro <2P, j—N is (d, e); dit geval kan zich alleen 
voordoen, als N < 2P, ; is (b); 


OE and dus Ee el +1, als Rn SE —N is (d); 
eli Haen dus Q1 er of TE tan als 


Ri ) Po N is (ed) 


17. Zonder er zich om te bekommeren, of Q, al dan 
niet gevonden kan worden, is men dus altijd zeker Q, DET 


te kunnen bepalen, en men komt daarvoor dan tot dezen regel: 
bereken uit de n +1 opstapelingsgetallen het stapelgetal 2 SE 


en bepaal het quotient Zj de rest R, H1 der deeling van 
NS 1 door Pr’ is B > Ln en komt bij de 
laatste verdeeling met omkeering X in het eerste hoopje 
zonderomkeering X „(am 
te liggen, dan is: “ 
GEen 25 
in alle andere gevallen ds: 
Eet ne 
Wil men echter onderzoeken of n verdeelingen voldoende 
zijn, dan bepale men het restgetal R‚ en zoo noodig 


R î 

n—l 

x„—l of #, _; =,=? dan is wederom : 
Q,= zt? 

als RDP, —N ós en bij de laatste verdeeling 


Blijken deze te voldoen aan de voorwaarden voor 


Jl 


met omkeering X in het eerste hoopje 
zonder omkeering X „ „ laatste 
gelegen was, terwijl in alle andere gevallen 


Gen ied 


’) 


iS. 

18. Voorbeeld. Wij behouden de verdeelings- en opsta- 
pelingsgetallen van No. 9, maar nemen N==60. De pro- 
ducten P. zijn: 

Nee Ie 0 

dus: BERrOOE : 
en nds PN (26012. 

Met omkeering is het stapelgetal voor i=n=8: 

ms 4tOXOF2X18==40. 
Verder: 
fen ed SEON ASPEN 1d 

dus : U 

Daar N=60) 2P, _;=2 X18 is, moet zv, ) 2 zijn. 

Er zijn derhalve n +1=4 verdeelingen noodig. 


Voor i=nJ1=4 is P, —N==216 —60 =156 en 
Dn =S 1 X12= 112, 


dus: : 


„_[® KEE 31 en R‚ =P, — N= 156; 


alzoo Dalt ne ee O4, 
Zonder omkeering heeft men voor {=n=8 (oneven): 
Og id28X02X18=19; 


zo [PAP] =15 en R‚ 60) P‚—_N=12, 
dus #;—?2, zoodat ook hier nd 1=4 Vn ver- 


eischt worden. Voor i=nJ 1 =4 (even) is dan: 


| DTO 
dus: 

u PACE] 34 en R‚ 6 (P‚— N= 156; 
alzoo : Eren et 1 =D, 


Wordt vervolgd. 
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bohematigche voorstelling dee goniometrische 
Grondformules 


DOOR 


D. J. KRUIJTBOSCH, (den Haag.) 


Het gronddenkbeeld van deze voorstelling is te vinden 
in HöFLER, Didaktik der Mathematik, Leipzig, Teubner. 

De hoekpunten van een regelmatigen zeshoek stellen 
de 6 goniometrische verhoudingen voor, de zijden de be- 
trekkingen tusschen deze verhoudingen twee aan twee, 
welke te verdeelen zijn in omkeerings- en quadraat-betrek- 
kingen, aangegeven door O en Q. Hebben we een hoek 
a, staande tegenover de zijde a in een rechthoekigen drie 


hoek met de zijden a, b en ec, dan kunnen we de hoofddia- 
gonalen met deze letters aangeven ; verder zijn de 6 middel- 
puntshoeken 1, 2, 1, 2 genummerd, 1 staat tegenover @, 
2 tegenover 0. 

De figuur kan nu de volgende diensten bewijzen. 

Is b.v. gegeven cos «a en wil men berekenen tanga, 
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dan voert de kortste manier over de secans. Wil men b.v. 
uit cosec x, secans a gaan berekenen, dan zijn de 2 methoden 
ongeveer gelijk, echter zal men 20 en Q, dus over sinus 
en cosinus in ’t algemeen verkiezen boven O en 2Q, dus 
over cotangens en tangens. 

In elken rechthoekigen driehoek met een Q, als recht- 
hoekszijde, is de goniometrische verhouding aan ’t hoekpunt 
van den middelsten hoek gelijk aan het produkt van beide 
andere. Bij elke Q vindt men 2 rechthoekige driehoeken, 
dus totaal 6 betrekkingen, 


‚b.v. cosinus = sinus X cotangens, 
tangens = secans X sinus. 


In. elken gelijkzijdigen driehoek is het produkt der ver- 
houdingen aan de hoekpunten gelijk aan de eenheid. Er 
zijn twee van dergelijke betrekkingen, nl. : 


cosecans X cosinus X tangens = 1 en 
sinus X secans X cotangens = 1 


Verder leest men onmiddellijk af: sin «= 5 (dubbele pijl) 


c 
en coseca= enz. en ook : 
sin «:coseca=a? :c? (cijfer 2). 
Zoo kan men eveneens uit de figuur lezen: 
sina:Ccosa=—=a:b (cijfer 1) enz. 
En met weinig inspanning en een goede kijk op de 
figuur kan men zich ook inprenten, b.v: 
GOS ad hik ach 
cota: sina =bc:a*, enz. 


waarbij ook weer de cijfers 1 en 2 dienst doen. 


Ook geldt nog: 

De drie produkten van de verhoudingen aan de uiteinden 
der hoofddiagonalen verhouden zich als de derde machten 
van a, b en c. 

sina X tanga :COosa X cota:seca X coseca=—= a? :b3 : c3, 

enz, 
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Over Beschrijvende Meetkunde 


DOOR 


W. F. GISOLF, (Rotterdam). 


Bij het onderwijs in de beschrijvende meetkunde aan 
de H. B. S. behoort het neerslaan van vlakken om een 
der doorgangen tot de in den aanvang vooral moeilijke 
werkstukken ; terwijl, indien het neerslaan eenmaal be- 
grepen is, de leerlingen alle vraagstukken, die er maar 
eenigszins toe aanleiding geven, willen opluisteren door 
het een of ander neergeslagen vlak. Het is daarom, dat 
ik bij mijn onderwijs, dit werkstuk zoo ver mogelijk naar 
het einde heb verplaatst en de leerlingen de vraagstukken, 
die zonder neerslaan zijn op te. lossen, met behulp van 
andere methoden heb leeren behandelen. M.í. versterkt 
dat het inzicht der leerlingen in niet geringe mate. 

Daardoor kwamen andere, minder gebruikte wijzen van 
behandeling op den voorgrond. Een daarvan wil ik aan 
de hand van een vraagstuk bespreken; o.a. omdat zij 
aanleiding geeft tot een zeer mooie en elegante oplossing 
van dat bedoelde vraagstuk, dat luidt: „Door een punt 
een lijn te trekken, die een gegeven lijn onder een gegeven 
hoek en op een gegeven afstand kruist”, 

Wil men dit vraagstuk langs den gewonen weg oplossen, 
dan moet men door het punt een vlak aanbrengen lood- 
recht op de gegeven lijn, het snijpunt construeeren; het 
vlak neerslaan en uit het gegeven punt raaklijnen trekken 
aan den cirkel, die met den gegeven atstand tot straal om 
het snijpunt is geslagen; die raaklijnen moeten terugge- 
bracht worden en door hen vlakken gebracht evenwijdig 
aan de gegeven lijn; die vlakken moeten weer neerge- 
slagen worden en dan daarin de gevraagde lijnen gecon- 
strueerd, die vervolgens teruggebracht worden. 

Veel eenvoudiger verloopt de constructie, indien men 
de leerlingen vooraf het projecteeren op nieuwe projectie- 
vlakken geleerd heeft. Velen mag dat moeilijker toeschijnen, 
maar mij leerde de ervaring, dat zóó men er werkelijk 


05) 


diep op ingaat, de leerlingen daarmee geen bezwaar 
hebben, althans niet zóóveel als met het neerslaan van 
vlakken. Bovendien kan dan later dit laatste als bizonder 
geval van het eerste behandeld worden. 

Tot oplossing van het bedoelde vraagstuk neemt men 
het horizontaal projecteerend vlak van de gegeven lijn / 
tot nieuw projectievlak, projecteere daarop de lijn Z en 
het punt P. Vervolgens neemt men een vlak, loodrecht 
staande op deze derde projectie van 4 als nieuw projectie- 
vlak. De projectie van ! is dan een punt, de projectie 
van de gevraagde lijn kan als raaklijn aan den cirkel met 
dat punt tot middelpunt en den gegeven afstand tot straal 
gevonden worden. Dat er slechts één projectie bekend 
is, wijst er op, dat de lijn ligt in een vlak loodrecht op 
dit vierde projectievlak; dit neemt men nu aan als vijfde 
projectievlak, construeert daarin de lijn en brengt deze 
met behulp van een tweede punt ervan, terug. 

Vergelijkt men de bijgaande teekening met een teekening, 
die men zich zelf vervaardige op de eerste wijze, dan kan 
het oordeel ten gunste der hier aangegeven wijze van 
behandeling m.i. niet uitblijven. De teekening blijft dui- 
delijk, mechanisch handelen is buitengesloten; de leerling 
wordt gedwongen zich een goede voorstelling te maken. 
Bovendien heeft deze wijze van behandeling vóór, dat de 
afstand der twee kruisende lijnen onmiddellijk kan worden 
aangegeven en dat de vier oplossingen van het vraagstuk 
alle zijn aan te geven zonder veel meer moeite. 

Gaat men naderhand over tot het neerslaan van vlakken, 
dan beschouwe men eerst het standvlak als nieuw projec- 
tievlak; als met een tooverroede zijn alle bezwaren, die 
anders het neerslaan van vlakken biedt, uit den weg 
geruimd. 

Bovendien schijnt mij uit een doctrinair oogpunt het 
projecteeren op nieuwe projectievlakken zuiverder. De 
Beschrijvende Meetkunde is iminers de wetenschap, die 
door projecteeren op (platte) vlakken de ruimte toegankelijk 
maakt voor passer en liniaal ! 
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Bewijzen van planimetrisehe eigenschappen met hehulp 
Van Complexe gefallen 


DOOR 
H. A. DERKSEN, (Nijmegen.) 


Men kan een complex getal op twee manieren aangeven: 
IL. Als punt. | 
Het punt a van Fig. 1 geeft door zijn ligging ten op- 
zichte van de reëele en imaginaire 
as een zeker complex getal aan. 

We beschouwen de constructies van 
som, verschil, produkt, quotient van 
twee complexe getallen als bekend 
en wijzen er alleen op dat punt ec het 
verschil b-a aangeeft. De modulus 


van dit verschil is dus ook de lijn ab 
(ter onderscheiding met het produkt 


ab zullen we boven ab een streep 
zetten, als we de lijn bedoelen). 

Het argument van b-a is de hoek p, dien de lijn ab(let op 
de volgorde der letters) met de positieve reëele as maakt. 

IT. Als lijn (zooals in Lobatto). 

Noem p den afstand van a tot den 
oorsprong (Fig. 2) en «a den hoek van 
Oa met de positieve reëele as, dan 
kan men het complexe getal a ook 
voorstellen door p,. Evenzoo b door 


0: De lijn ab r noemende en @ den 


hoek van met de positieve reëele as, kunnen we nu 
zeggen: 


Fre, df 


D 


Fig. 2. 


Ume Bi P 
Met behulp van complexe getallen kan men nu bewij- 
zen, dat tusschen de lengten van eenige lijnen van een 


planimetrische figuur een bepaalde verhouding bestaat en 
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dat ze elkaar onder een bepaalden hoek snijden, zooals uit 
de volgende voorbeelden zal blijken. 

1. Op de zijden be en ca van een willekeurigen drie- 
hoek abc beschrijft men gelijkzijdige driehoeken bed en 
ace. Bewijs, dat ad en be gelijk zijn en elkaar onder een 
hoek van 120° snijden. 

Bewijs. 

De lijn ad (Fig. 3) is de modulus van 
het complexe verschil 

d—a of (d—c) + (c—a). 


d e 


C ed BERN hd 
6 Nu is cd in lengte —= cb, terwijl cd uit 
cb (let op de volgorde der letters) ver- 
d kregen wordt, door cb een hoek 
Fig. 3. 


Si te laten draaien; dus 


de = (be) (cos 5 isin 5 — 4 (be) (1 4+i1/3) 
en derhalve: 
d—a =(d—e) + (e—a) = 4 (be) 8 +43) + C—a = 
Ee En ) 
Evenzoo is be de modulus van het verschil der complexe 
getallen e —b=(e—a) + (a — bj. 
Maar ae—=ac en ae maakt met ac een hoek 5 dus 
e—a=le—a)(} + EUB) =t(e —a) (1 +il3) 


en dus 
eb=tlea)(t HiB) ta TDi. 2) 


Vermenigvuldiet men (1) met cos diein 0 of met 


—_ti8, dan ontstaat (2), waaruit men mag besluiten, 


dat ad=—=be is, en dat deze lijnen elkaar onder een hoek 
van 120° snijden. 


2. Men beschrijft op de zijden van een willekeurigen 
vierhoek als hypotenusa’s gelijkbeenig rechthoekige drie- 
hoeken. Bewijs, dat de diagonalen van den vierhoek, die 
ontstaat door de verbinding der hoekpunten van deze 
rechte hoeken, gelijk zijn en loodrecht op elkaar staan. 

Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 7 
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Bewijs. 

fh is de modulus van het complexe verschil 

ht) IAD ES 
Daar ah in lengte =4V/2 X ad 


A KX 
d 5 Is en er een hoek z mee maakt, 


ISA LV? (d—a) (cos Hising je 
De lijn fb maakt met cb- een 

gr 

hoek a Á ’ 
fb =4W2X die van ch is,en dus 


terwijl de lengte van 


Fig. 4, bf =5V2(b—e) (cos ii — isin 2 


Derhalve hf GOUD +2 ge + (be) (1) 


_ (abd) —i(atb—e—d) 
a 2 


(1) 
eg is de modulus van het complexe verschil 
g—e=(g—d) + (d—a) + (ae). | 
Nu is gd = (ed) (li) en a—e=}t(a—b)(1—i) en dus 
OO ZA mi) Ka Lt TAD) (ISN 


g 


_ —(atbed)—ilabetd) 2) 


2 
Vermenigvuldigt men (2) met 4, dan krijgt men (1), waar- 
uit volgt, dat fh—eg en | eg is. 


3. Beschrijft men op de zijden ab en be van A abe vier- 
kanten abfg en behe, dan is ef =2 X de zwaartelijn bd van 
A abe en staat loodrecht op die zwaartelijn. 

Bewijs. 
ef is de modulus van het verschil f—e = (f—b) + (b—e). 

Daar bf | ba staat en er een hoek 5 mee maakt, is 
f—b =(a—b)i, terwijl eb | ch staat en er een hoek — 5 
mee maakt, zoodat b—e=—i(b—c) is, waaruit volgt: 

f—e = (a—b)i—i(b—e) =(a-2bte)i . . « (1) 
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bd is d—b —(d—a) + (a—b). 
Maar d—a= ER 
2 
db GE Habetla2bte) …. @ 
7 Vermenigvuldigt men (2) met 2%, 
C dan ontstaat (1), waaruit volet: 


bd | ef en bd — }ef. 


en dus 


d 5 Met de verschillen van de vier 
letters a, b, c, d,‚ kan men 6 dubbel- 
verhoudingen vormen van de gedaante 

a—b , a—c 
3 f db de 
Fig. 5. Stellen a,b,c en d vier complexe 
punten op een cirkel voor, dan is elk 
van deze dubbelverhoudingen reëel. 


Immers arg. el == arg. (a—b) — arg. 
d—b 5 
(d—b) =den hoek van de lijnen ba en 
bd —=—o, ter wijl arg. EE —= ärg.(a—e) 
— arg. (dc) = — bis, dus arg. 
ab, aen) ce 48 d 
WE TE Mn Ant WE Fig. 6. 


Opmerking. Het is gemakkelijk in te zien, dat de dub- 
belverhoudingen ook reëel zijn, als de 4 punten op een 
rechte lijn liggen. 

Even eenvoudig is het bewijs, 
dat de dubbelverhoudingen niet 
reëel zijn, als de 4 punten niet op 
Ben rechtemlijntens niehonseen 
cirkel liggen. 

Uit dit laatste volgt bij omkeering ; 
Weet men van 4 complexe punten, 
dat hun dubbelverhoudingen reëel 
zijn, en dat ze niet op een rechte 
lijn liggen, dan liggen ze op een 
cirkel. 

Toepassing. Vier lijnen snijden 
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elkaar in zes punten en vormen vier driehoeken. De om- 
geschreven cirkels van deze vier driehoeken snijden elkaar 
in één punt. 
Bewijs. Neem drie van deze driehoeken, b.v. bea,, cab,, abe. 
Voeg bij elk een punt z; men krijgt dan de puntenparen : 
zbca, , zeab, , zabe,. 
Vorm van elk dezelfde dubbelverhouding : 
zb, dj-d__ 
Ze | Aje 
2 , bj 
za b‚—a 
al ZOE 


5 E z—b \ c‚—b 
Bij vermenigvuldiging valt z weg, en vindt men: 
Hib ENAIT 
sr AT Ed (I) 
Daar b,, c‚ en a, op een rechte lijn liggen, is arg. 
etl EE 
ca 
ter wijl 
mod. bend 
C‚_—d 
of, zooals men gewoonlijk schrijft, 
vint Ed is 
| Cid ac; 
Evenzoo is Ei 
dre diemen 
Ds Eee 0 en fe re 
en 
C‚—b C‚—b be, 
arg. RG leenen 
d td a,—b ba, 


Derhalve is het argument van het tweede lid van (1) 
—=0 en A.B.C is een reëel produkt, dat volgens de stelling 
van Menelaüs =1 is. 

Noem nu z het snijpunt van de cirkels om A bea, en 
A cab‚, dan liggen de 4 punten z, b, c en a, op een cirkel- 
omtrek en evenzoo z, c, a en b,. 

De dubbelverhoudingen A en B zijn dus reëel, ‘en daar 
A.B.C reëel is, is ook C reëel, m. a w. punt z ligt ook op 
den cirkel om A abc. 
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Moeten punten aan bijzondere voorwaarden voldoen, en 
betrekkingen bewezen worden tusschen de lijnen, die deze 
punten verbinden, dan is het dikwijls moeilijk de punten 
zoo te benoemen, dat de voorwaarden daardoor uitgedrukt 

worden. 
c Men werkt dan liever met 


complexe lijnen, b.v. 
1. Stelling van Ptolemaeus. 
An Bewijs. 
We noemen de lengten der 
d Ar 
TEA 


zijden p, q, r en s en de diago- 
nalen v en w, en nemen gemaks- 
halve twee hoekpunten reëel. 
Fig. 8. Het produkt der diagonalen 
is nu Do X Wij 0): 
Maar Pas Pit en tia baamEEE 
Ben Wonden Lj pt PoF aar 
Nn hi Pal an en, 
Maar gast nr =$ en dus: 


neo r he don Spit Olladerdr Lpg 
= (pr+q5), Se omdat ada =yÂ is. 
Maar az is ook =p, waaruit volet: 
vw= pr + qs. 


2. Als de diagonalen van een koordenvierhoek abcd 
elkaar in O rechthoekig snijden, dan is de zwaartelijn uit 
O in A Oab tevens hoogtelijn van A Ocd. 

Bewijs. 

Neem gemakshalve twee hoek- 
punten b en d op de reëele as en 
de andere twee op de imaginaire as. 

Noem de stukken van de diago- 
nalen respectievelijk p,‚q, r en s, 
dan worden de lijnen Oa, Ob, Oc 
en Od respectievelijk voorgesteld 
£ 
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Nu is de zwaartelijn Òe de halve som van de lijnen Oa en 
Ob, en dus £ pr He Q) 


7 
cd is de afstand der punten d en c en dus 
ne 
—ô 9 
Maar a,b,c en d liggen op den omtrek van een cirkel 
en dus s—= É£. 
2 pr r 
Derhalve cd = (5) oe Zn (p+a,) 
2 2 
Vermenigvuldigt men (1) met ( a dan ontstaat (2), 
2 
waaruit volgt, dat Oe | cd staat en dat cd in lengte 


KE Oe is. Dit laatste kan gecontroleerd worden door 
op te merken, dat A Oab en A Ode gelijkvormig zijn. 


Olbreoscaoppalen voor Perspectief. 


Twaalf platen op dik karton geven de grondbeginselen 
aan van de perspectief, nl. de wijze, waarop lijnen van 
verschillende richting moeten worden afgebeeld. 

De platen zijn uitsluitend verkrijgbaar bij Boymans’ 
Boekhandel, Hogendorpsplein, Rotterdam. Prijs f 2.60. 

Vroeger zijn in het W. T. de volgende serieën stereos- 
coopplaten op Wiskundig gebied vermeld: 

le. 25 platen op dik karton voor stereometrie f 5.65. 

Zen „ dun „ ‚ witte lijnen op zwarten 
grond, voor stereometrie, f 2,50. 

se. 25 platen op dik karton, voor hoogere wiskunde, f 4.30. 

Deze drie zijn alle voorhanden bij Boymans’ Boekhandel. 

Ae. 18 platen betreffende de figuren van Lissajous, van J. W. 
N. Le Heux, uitgave van Ambrosius Barth te Leipzig. 5 Mark. 


105 


Het pant van Fagaano op de ellips. 


DOOR 


C. A. CIKOT,. 


Ofschoon dit artikeltje, wat het planimetrisch gedeelte 
betreft, niet veel nieuws zal brengen, meenen we toch dat 
het nut kan doen als verzameling van de eigenschappen 
die, zoover ons bekend is, alleen verstrooid over ver- 
schillende gedeelten van een werk, en dan nog onvolledig, 
gegeven worden. 

1. Hoofdeigenschap (of, wil men, definitie). Het punt 


5 e van F is dat punt der ellips, welks raak- 
lijn een maximum-lengte tusschen de twee 
/ , hoofdassen heeft. 


Een eerste manier om de coördinaten 
van dit punt te bepalen is dat men op den gewonen weg 


voor het punt (&, y) van de ellips De In == die lenste 


opmaakt, en dan door differentiatie het minimum bepaalt. 
Opmaking van het 2de differentiaal-quotient is onnoodig, 
omdat graphisch onmiddellijk blijkt, dat er een minimum 
bestaat. 

Maar ook zonder differentiatie vindt men &@ en y. Men 

vindt nl. (lengte bedoeld stuk =!): 

at bt 

Ben. 

L° TE 
Deze laatste uitdrukking moet minimum worden; ver- 
menigvuldigen we haar met de constante uitdrukking: 


L° 2 
2 se dan moet voor den vorm 


ay? b*? 

2 2 

a nei tp de 

het minimum bepaald worden, of van 
atys b*? 
be? AO ‘ 
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Het product van die twee termen is constant, dus hun 
som is minimum als: 


| 
Dit geeft: za Varg y=b Va 
Een derde manier levert de invoering van den elliptischen 
parameter. De invoering hiervan geeft trouwens bij. het 
opsporen van sommige der andere eigenschappen gemak. 
Zij de excentrische anomalie van het gezochte punt =p, 
dan is dus e—=asiny en y=bsinp, en dan is 
úe b? 
sin? | cos?o’ 
welke vorm minimum moet worden. Na vermenigvuldi- 
ging met sin? p + cos*p=l vindt men dat 
b°sin?p a? cos? p 
COS? p sin? p 
minimum moet worden; het product dier twee termen is 
constant, enz. 
Men vindt tg? o=5, en dusr=—=a Wets vbn 
b’ atb’ ab 
(Deze manier is feitelijk een variant van de derde). 
Een vierde manier is meetkundig. Is het bedoelde stuk 
minimum (of maximum), dan mag het bij een elementaire 
verplaatsing niet van grootte veranderen ; het instantaneele 
draaiings-middelpunt C vindt men dus (zie fig.) door het 
snijpunt der loodlijnen in A en in B op de assen opgericht. 
Nu beschouwen we hier de ellips, ontstaan door de be- 
weging van een punt P van een lijn met standvastige 
lengte, die tusschen 2 loodrechte assen schuift; in den nu 
bedoelden stand moet de bewegende lijn raken aan de 
ellips in P, en dus moet de normaal van P ook door C 
gaan, uit welke beschouwing men dan het verdere kan 
afleiden. Het is duidelijk dat tusschen de uiteinden van 
ieder paar verwante stralen een punt op de ellips is aan 
te wijzen, dat met het hier bedoelde punt overeenkomt. 
Beschouwt men de ellips als projectie van een cirkel, dan 
blijkt dat het kleinste minimum (en ook het grootste) be- 
hoort bij de gelijke toegevoegde middellijnen. 
2, Voor de lengte van het minimum-stuk vindt men 


2 
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atb, en de stukken tusschen P en de assen zijn resp. 
—a en —=b. Voor den afstand tot het middelpunt vindt 
men W'ab, voor den kromtestraal van het punt eveneens 
Wab, derhalve is het middelpunt van kromming voor P 
het voetpunt van de loodlijn uit het middelpunt op de 
normaal neergelaten; verder ziet men dat de kromtestraal 
middenevenredig is tusschen de minimum- en den maxi- 
mum kromtestraal der ellips, en dat de kromtecirkel even 
groot oppervlak als de ellips heeft. 

Voor den afstand van het middelpunt tot de normaal 
van het punt (@, y) der ellips vindt men: 

vyla® —b) 
(bte? Haty?)’ 
het stuk van de raaklijn tusschen de assen is 
at J- bt?) 
en eee 

Uit deze twee gelijkheden besluit men dat het product 
van die lijnen standvastig is =(a® —b?); aangezien nu het 
stuk raaklijn minimum is, heeft dus het punt van FAGNANO 
de eigenschap, dat zijn normaal een maximum afstand 
heeft tot het middelpunt. 

5. Men ziet gemakkelijk in dat P op de raaklijn zóó 
ligt, dat het isotomisch verwant is met het voetpunt van de 
loodlijn uit het middelpunt (het blijkt nl. zoowel door be- 
rekening, als uit de vierde manier waarop P bepaald is); 
de raaklijn is dus (lijn van Prio) ook de kortste lijn 
die men door P tusschen de assen trekken kan. 

4, Voor den afstand van P tot het middelpunt vindt men 

3 3 
et = (a? — ab 4 b®). 

Uit de eigenschap van APPOLONIUS vindt men dus voor 
het vierkant van de halve middellijn, verwant aan den 
straal van P: a? +b? —(a? —ab4b?)=ab; deze halve 
middellijn is dus = kromtestraal; zij bevat het middelpunt 
van kromming. 

5. Hier wordt de eigenlijke vondst van FAGNANO be- 
handeld: de twee bogen, waarin het punt een kwadrant 
verdeelt, hebben een verschil —= halve verschil der assen. 

Langs verschillende wegen kan men, door deze 
eigenschap, tot bepaling van het punt komen. Men kan 
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b.v. bewijzen dat, wanneer men uit een willekeurig punt 
T van een hyperbool raaklijnen TP en TQ trekt aan een 
met haar confocale ellips, die haar snijdt in K , het verschil 
der bogen PK en QK altijd gelijk is aan dat der raaklijnen. 
(Het bewijs steunt op de eigenschap, dat de twee raaklijnen 
TP en TQ gelijke hoeken maken met de raaklijn in T aan 
de hyperbool). Men vindt dus P als snijpunt van de ellips 
en een met haar confocale hyperbool, die gaat door het 
snijpunt der raaklijnen in de toppen. Berekening geeft 
dezelfde coördinaten als in 1. 

Men kan deze kwestie ook in verband brengen met 
geassocieerde punten op een ellips. Men zegt dat twee 
punten op een kwadrant geassocieerd zijn, als hunne 
anomaliën p en & gebonden zijn aan de betrekking: 

too. vd 

Die punten hebben de eigenschap, dat hunne normalen 
even ver van het middelpunt liggen (en dat het product 
der kromtestralen in die punten =ab is). Noemt men de 
punten P en Q, de toppen van het kwadrant Ben A, trekt 
men in P en in Q de raaklijnen aan de ellips en laat men 
uit het middelpunt loodlijnen op deze raaklijnen neer 
(voetpunten P, en Q,), dan is het verschil der bogen PB 
en QA=PP’=QQ’. In het punt van FAGNANO vallen de 
twee geassociëerde punten samen. (Slot volgt.) 


Ân dem Preisansschraiben der Ke). Gesoilschal 
ler Wissenschaften zu Gotinven ir den 
bewels des Fermalschen halzes, 


seit dem Bekanntwerden des Wolfskehlschen Vermächt- 
nisses sind der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften 
bereits mehrere Hundert sogenannter Beweise des Fer- 
matschen Satzes zugegangen. Für die Art dieser ver- 
meintlichen Beweistührungen ist es charakteristisch, dasz 
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der mühevolle Weg eingehender zahlentheoretischer 
Studien, den Wolfskehl jedenfalls im Sinne hatte, als er 
sein Vermächtnis traf, und auf den die Gesellschaft der 
Wissenschaften in ihrem Preisausschreiben ausdrücklich 
hinweist, bisher von keinem einzigen der Konkurrenten 
eingeschlagen worden ist. Und doch liegt die ganze 
Bedeutung des Fermatschen Satzes in seinem Zusammen- 
hange mit der Lehre von der Faktorenzerlegung algebrai- 
scher Zahlen. Allerdings hat Fermat behauptet, im Besitze 
des Beweises für seinen Satz gewesen zu sein. Die 
Geschichte des Problems hat aber seitdem folgende Ent- 
wickelung genommen: Zunächst gelang der Beweis für 
gewisse niedere Exponenten; alsdann erbrachte die moderne 
Zahlentheorie den gewünschten Beweis für eine sehr 
ausgedehnte Klasse von Exponenten und zwar unter Be- 
nutzung überaus schwieriger und tiefliegender Methoden, 
die Fermat noch nicht zur Verfügung standen. Da ande- 
rerseits diese modernen Hilfsmittel nichts anderes als die 
konsequente und notwendige Verallgemeinerung derjenigen 
Methoden sind, die für niedere Exponenten zum Beweis 
des Fermatschen Satzes dienen und die ganz gewisz durch 
wesentlich andere Schluszweisen nicht ersetzt werden 
können, so ist es sehr wahrscheinlich, dasz Fermat sich 
in der Behauptung, einen Beweis zu haben, geirrt hat und 
dasz die volle Lösung des Problemes erst durch den weiteren 
Ausbau der erwähnten Hilfsmittel der modernen Zahlen- 
theorie erreicht werden kann. Hierauf also werden alle, 
die sich der Bearbeitung der Preisaufgabe widmen wollen, 
ihre Aufmerksamkeit zu richten haben. 

Bei der oben gekennzeichneten Sachlage ist es ersicht- 
lich unmöglich und würde auch in der Mehrzahl der Fälle 
gänzlich nutzlos sein, dasz die Göttinger Gesellschaft der 
Wissenschaften mit dem einzelnen Einsender korrespondiert, 
ihn vielleicht gar auf die Unrichtigkeiten seiner Ueber- 
legungen aufmerksam macht. Die Gesellschaft kann nicht 
anders, als sich auf den im Preisausschreiben bezeichneten 
Standpunkt zurückziehen: dasz sie nur hervortritt, wenn 
ihr der gewünschte Beweis des Fermatschen Satzes wirklich 
erbracht scheint. Solange die Gesellschaft schweigt, be- 
sagt dies, dasz nach ihrem Dafürhalten der Beweis noch 
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nicht vorliegt. Die Kontrolle aber für die Richtigkeit ihres 
Verhaltens den vorliegenden Arbeiten gegenüber beruht 
auf der im Preisausschreiben verlangten Drucklegung und 
Veröffentlichung sämtlicher in Betracht zu ziehender Kon- 
kurrenzschriften, durch die es in der Tat dem wissen- 
schaftlichen Publikum der Jetztzeit wie der kommenden 
Jahre ermöglicht ist, sich in jedem einzelnen Falle ein 
selbständiges Urteil zu bilden. 


- Die Kommission der Wolfskehl-Stiftung. 
Ehlers. Hilbert. Klein. Minkowski. Runge. 


Men zie W.T. ben jaargang, bladz. 6 
en Sen Á stetlis 221, vraag 62. 


Nieuwe hulpmiddelen voor het Onderwijs. 


De meeste lezers zullen zeker wel de anaglyphen kennen, 
dat zijn platen, waarbij twee afbeeldingen in rood en groen 
over elkander gedrukt zijn, en die, door een bril met roode 
en groene glazen bezien, den indruk geven van een ruimte- 
figuur. Wanneer men een of ander voorwerp eerst met 
het rechter en daarna met het linker oog bekijkt zonder 
het hoofd te bewegen, dan verkrijgt men verschillende 
beelden. Zulke beelden worden nu in verschillende kleuren 
over elkander afgedrukt, en door elk der glazen van de 
bril ziet men slechts één van beide, dus met het rechteroog 
de afbeelding van het voorwerp van rechts bezien, en met 
het linkeroog de afbeelding van links bezien. Het gevolg 
is dat men den indruk verkrijgt dat het voorwerp in de 
ruimte staat. 

Omstreeks 1894 werden de anaglyphen uitgevonden door 
Ducos pu HAURON !); zij werden toegepast om ruimte- 
beelden te verkrijgen van landschappen, beelden, enz. 

De heeren H. RicHarp en H. VuiBERT hebben onlangs 
het denkbeeld gehad om de anaglyphen toe te passen bij 
het onderwijs in meetkunde en beschrijvende meetkunde, 


109 


en hebben een boekje samengesteld (als eerste van een 
serie) met een 50-tal fikuren. 

Het is buitengewoon treffend om uit een schijnbaar ver- 
warde figuur plotseling een lichaam in de ruimte te zien 
ontstaan. Sommige schijnen — los van het papier — vrij 
in de lucht te hangen. 

De anaglyphen zijn daardoor een uitstekend hulpmiddel 
geworden om het voorstellingsvermogen op te wekken. 

Merkwaardig is, dat kleurenblinden toch ruimtebeelden 
kunnen waarnemen. 


boekbespreking. 


J. J. HETTERSCHY, Hoofdcommies der telegrafie te Rotter- 
dam. cosna=} (»° + E). Drukkerij de Boer en Co, 


Rotterdam. f 0,60. 

Zooals bekend is, staan sinus en cosinus van een hoek 
in verband met de som van twee imaginaire machten van e. 
De heer H. is blijkbaar hiervan uitgegaan, en stelt 


cosa = 4 ( pH 5) ‚ waaruit dan onmiddellijk volgt: 


sina — 4 (eit). terwijl tga, cos(at-@y), cosna 


enz. ook gemakkelijk in p kunnen worden uitgedrukt. 
Welke waarde p heeft, wordt voorloopig in het midden 


ber Dr. WW H. Jurrus toonde anaglyphen op de vergadering 
van Febr. 1895 van het Genootschap ter Bevordering van Natuur-, 
Genees- en Heelkunde, 

Dr. J. W. Grirray deed een korte mededeeling er over in het 
Maandblad voor Natuurwetenschappen No. 1 en 2, 1895, en toonde 
rnimtekrommen op het Tiende Nederlandsche Natuur- en Genees- 
kundig Congres te Arnhem, 1905. 

Door Prof. Dr. Heymans te Groningen worden ze gebruikt bij 
zijn colleges; de afbeeldingen worden dan in rood en groen ge- 
projecteerd op een scherm, elk der toeschouwers heeft een bril. 

Voor het verkrijgen van een sterescopisch beeld bij cinemato- 
graphische projectie heeft men ze ook reeds trachten toe te passen. 
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gelaten ; eerst later wordt aangetoond, dat ze een macht 
van e voorstelt. 

Een toepassing wordt gemaakt op de berekening der 
ne machtswortels uit de positieve, negatieve en imaginaire 
eenheid; (deze berekening komt overeen met wat men 
afleest uit een teekening van die wortels); de formule van 
De Moivre wordt gecontroleerd en aan het eind van het 
boek bewezen. 

Ook worden eenige eenvoudige goniometrische vergelij- 
kingen opgelost; de oplossing is echter omslachtiger dan 
de gewone, en het is te betwijfelen of voor meer samen- 
gestelde vergelijkingen de methode van eenig nut zal zijn. 

Bij de sommeering van reeksen wordt de verlangde uit- 
komst spoedig verkregen; evenzoo bij de ontwikkeling in 
reeksen en bij het uitdrukken van een functie na in de 
overeenkomstige functie van «. Het omgekeerde van dit 
laatste gaat eveneens op eenvoudige wijze. 

De oplossing van een derdemachtsvergelijking, waarbij 
de onbekende gelijk aan een cosinus wordt genomen, wordt 
nu geheel algebraïsch. Toepassing op de berekening van 
de zijde en de diagonalen van een zevenhoek. 

Een enkele opmerking wordt gemaakt omtrent de weder- 
keerige vergelijking van den vierden graad. De waarde 


van Sz wordt uitgedrukt als het product van sec a... sec 2 a. 

Het oordeel over de methode van den heer H. kan dit 
zijn: In verschillende gevallen, maar niet altijd, kan zij 
van nut zijn. Zij heeft dan het voordeel, dat men niet 
behoeft te weten, dat p een macht vane voorstelt. Als men 
in een hoogste klasse van H.B.S. of Gymnasium wat tijd 
over heeft, zal het wel loonend zijn den inhoud van het 
boek ter sprake te brengen. 

Aan het slot geeft de schrijver een aanvulling van een 
in 1892 door hem geschreven boek over de Poolfiguren der 
kegelsneden (Tiel, D. Mijs), betreffende de constructie van 
cirkels die gegeven lijnen of cirkels raken of onder gegeven 
hoeken snijden. 


EpvARD HUBER. Beiträge zum geometr. Anfangsunterricht 
unter besonderer Betonung der Beweglichkeit der Figuren. 
Programm des Kgl. human. Gymnasiums Amberg 1910/11. 
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Door draaibare latjes en bewegelijke schijven van carton 
tracht de schrijver de eigenschappen van hoeken aan de 
leerlingen duidelijk te maken. 


TH. CARONNET. Cours de Trigonometrie à lusage des 
candidats du Baccalaureat, àl’école spéciale militaire de Saint-Cyr 
et à U Institut agrononomigue. 

Paris, Gauthier-Villars, 1912. 

De inrichting van dit boek wijkt af van die van bij ons 
gangbare leerboeken. Het begint met een korte mede- 
deeling over assen, en daarop liggende vectoren, over 
projecties op een as, over cirkelbogen, enz. 

Het eerste wordt de cosinus gedefinieerd door alle kwa- 
dranten heen; daarna de sinus, enz. Het bepalen van een 
hoek uit een zijner functies geschiedt door teekenen in 
den cirkel. 

Dan eerst volgen de bekende betrekkingen tusschen de 
functies, en de berekening der functies voor eenige hoeken. 
Bij de daarop volgende vraagstukken wordt meermalen 
de vraag gesteld de verandering van een functie te 
onderzoeken. 

Aan het geschikt maken voor logarithmen is een afzon- 
derlijk hoofdstuk gewijd; de vierkantsvergelijking wordt 
goniometrisch opgelost. 

Bij de oplossing van goniometrische vergelijkingen 
worden ook een aantal stelsels van twee vergelijkin- 
gen behandeld, terwijl ook ongelijkheden worden be- 
sproken. 

Eerst dan komt de trigonometrie ter sprake. Tusschen 
den sinusregel en den cosinusregel worden de formules 
gesteld, die een zijde uitdrukken als de som van de pro- 
jecties der beide andere zijden. 

Van elk der drie groepen van deze formules worden de 
twee andere groepen afgeleid. 

De tangensregel wordt terloops vermeld bij de oplossing 
van een driehoek, waarvan twee zijden en den ingesloten 
hoek gegeven zijn; den bij ons bekenden naam wordt er 
niet eens aan gegeven. 

Als aanhangsel wordt het product van vectoren bespro- 
ken, waaruit de cosinus van a+ b wordt afgeleid, en de 
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berekening van de hoeken van een drievlakshoek, waar- 
van de zijden gegeven zijn. 


Een groot aantal vraagstukken is door het boek verspreid. 


L. A. KoPPertr, le Luitenant der Infanterie. Wiskundig 
Vademecum, met een voorrede van Dr. L.J. de Roehemont. 

Rotterdam, MCMXII, W. L. en J. Brusse. f 0,90, ge- 
bonden f 1,10. | 

Omvattende eigenschappen in formules uit de reken- 
kunde, algebra, planimetrie, stereometrie, gonio- en trigo- 
nometrie, en de spherische trigonometrie, met talrijke ge- 
gevens, ook voor de praktijk. — Raadgever en steun voor 
allen die de wiskunde bij hun beroep noodig hebben. Vooral 
ook samengesteld ten gebruike van leerlingen der H. B. S., 
Gymnasia, Militaire Academie, cadetten-, machinisten-, zee- 
vaart-, militaire en normaalscholen, van het instituut voor 
de marine, den hoofdeursus, de cursussen bij het wapen 
der infanterie, van hen die studeeren voor het examen 
wiskunde L.O. en van hen die studeeren voor het examen 
wiskunde M. 0. als repetitieboekje der lagere wiskunde. 

Uitgebreider dan de bestaande formule-verzamelingen, 
bevat dit verschillende formules, die men in gewone 
schoolboeken niet aantreft. 


Klapper op de Berichten en Medeedeelingen van de Vereen. 
v. Leeraren aan Inr. van Middelb. Onderw., 1874—1904, 

De voornaamste artikelen van het Tijdschrift voor Onderwijs 
en Opvoeding, 1898— 1903, en | 

Het Weekblad voor Gymn. en Midd. Onderwijs, 1904—1911, 
door S. S. HooesTRA, Directeur der R. H. B. School te Gouda. 

Uitgaven van de Vereeniging van leeraren bij het mid- 
delbaar onderwijs. 1. 

Verkrijgbaar bij den Secretaris der Vereeniging. f 0,25. 

In deze drie tijdschriften komen verschillende artikelen 
voor betreffende wiskunde en onderwijs daarin; bijv. over 
de invoering van diff. en int. rekening op H. B. S. en Gym- 
nasium. De inrichting is zeer overzichtelijk. 


LEON AUTONNE. Sur les Groupes Commutatifs et pseudo- 
nuls de quantités hypercomplexes. 
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Lyon, A. Rey; Paris, Gauthier-Villars, 1912. 

Overdruk uit de Annales de Y’Université de Lyon, Nou- 
velle Série, 1 Sciences, Médicine, Fascicule 31. 

Als de macht van een hypercomplex getal nul is, dan 
noemt men dat getal pseudo-nul. Een groep, die samen- 
gesteld is uit zulke grootheden, wordt zelve pseudo-nul 
genoemd. De schrijver onderzoekt dergelijke groepen, 
waarbij de vermenigvuldiging commutatief is, en constru- 
eert al zulke groepen die minder dan vijf eenheden bevatten; 
hij bespreekt bijzondere groepen, die hij normale en quasi- 
normale noemt. 


WILHELN JERUSALEM. Die Aufgaben des Lehrers an höheren 
Schulen. Erfahrungen und Wiinsche. 

Zweite, neu verfasste Auflage der Schrift: „Die Aufgaben 
des Mittelschullehrers”. 

Wien und Leipzig, Wilhelm Braumüller, 1912, 9 Mark. 

In dít aangenaam leesbaar geschreven boek komt ook 
het wiskunde-onderwijs ter sprake. De vakken worden 
verdeeld in de philologische groep, en de wiskundig-natuur- 
wetenschappelijke groep. Omtrent het wiskunde-onder wijs 
zelve worden slechts hoofdpunten aangeroerd, doch het 
310 bladz. tellende boek bevat een aantal opmerkingen, 
die het onderwijs en den leeraar in het algemeen betreffen. 
Aan alle leeraren kan kennisname worden aanbevolen. 


C. SALOMON. Essais de Magie arithmétique polygonale. L'étoile 
magique à 8 branches (24 points) et les étoiles hypermagigues 
impaires (ôn points). 

Paris, Gauthier-Villars, 1912, 

Deze magische figuren hebben niets te maken met toover- 
vierkanten. In een regelmatigen veelhoek met meer dan 
zes zijden, bijv. een &-hoek, worden diagonalen getrokken 
met telkens overslaan van twee hoekpunten, zoodat een 
ster ontstaat. Bij de hoekpunten van die ster en bij de 
snijpunten der diagonalen moeten de getallen van 1 tot 
3 XxX 8=24 worden geplaatst, zoodanig dat de som der ge- 
tallen, die bij één lijn staan, telkens 6 X ee slk, =D als 
som geven. Om dit uit te voeren, en de Een 

Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 8 
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twee figuren : bij het eerste plaatst hij de getallen 1, 8; 
2, 1; 3,6; 4, 5; zoodanig, dat op elke lijn de som 3 X 9, 
dus 27 bedraagt; bij het andere plaatst hij de getallen 
0, 8 en 16, zoodanig dat op elke lijn als som 48 verkregen 
wordt. Door op elkander plaatsen van de twee figuren 
vindt men dan een oplossing. Verschillende oplossingen 
zijn mogelijk. | 

Bij een sterveelhoek met oneven aantal hoekpunten 
worden de getallen 1 tot 3n zoodanig verdeeld, dat in elke 
1 + Sn 

2 
VOOrsn =S derd neten koemest 


wordt. Schrijver geeft oplossingen 


lijn de som 6 X 


KARL SCHMALZ. Schul-Mathematik in Tabellen. 

Buchhandlung des Waisenhauses in Halle a. d. 5. 1912. 
0,75 M. 

Het midden houdend tusschen een leerboek en een ver- 
zameling formules, geeft dit werk een eigenaardig over- 
zicht van de wiskunde op de middelbare school; een nieuwe 
wijze om den leerlingen het verband tusschen verschillende 
onderwerpen voor oogen te leggen. 

Terwijl in een leerboek de leerling niet onder het leeren 
door (bijv. in meetkunde van stellingen, bewijzen, opmer- 
kingen, constructies) blijft waarnemen hoe de opeenvol- 
gende gedeelten van elkander afhangen, en in een formule- 
verzameling elk verband gemist wordt, geeft dit werk een 
aantal tabellen, die elk een gedeelte van de wiskunde 
omvatten, en in beknopten vorm de hoofdzaken van dat 
gedeelte vermelden, waarbij hier en daar door verbindings- 
lijnen is aangeduid, wat met elkander in samenhang staat. 

schr. vergelijkt zijn tabellen met grafische voorstellingen, 
daar ze evenals deze met een oogopslag het verloop doen 
zien van een of ander. Zij zijn zeer bruikbaar, daar de 
leeraar naar verkiezing kan aanvullen, waar hem dit 
noodig lijkt. 
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Vit Buitenlandsche Tijdsehritten. 


203. Werkstuk over een kubus. 


In een kubus, waarvan twee snij vlakken elkander snijden 


Wordt nu de kubus geprojecteerd 


FJ 


volgens AB, de gemeenschappe- 
lijke loodlijn der diagonalen AC 
en BE te construeeren. 

Zij MN de gevraagde lijn, dan 
is deze tevens de afstand der 
vlakken BEG en AHC, die DF 
in drie gelijke stukken verdeelen. 
MN is dus +al/3, als a de ribbe 
voorstelt. 


op een vlak, dat loodrecht op DF 
staat, dan is de projectie een regel- 
matige zeshoek A/B'CG’H’E’ met 
zijne diagonalen. MN projecteert 
zich als een punt van A/C’ en van 
BE’; bij het- snijpunt mag dus M’ 
of N’ staan. Men heeft dus 
BE BEB N= AN == HC 


derhalve is 


AM’ =4A/C’ en ook AN =+AC. 


Eveneens is BM =4BE 
4 Champsaur. L’Educ. Math. XII, 1910, 


204, Eigenschap van een driehoek. 


AC 


De lijn, die de voetpunten van 
de hoogtelijnen BD en CE verbindt, 
is gelijk aan den afstand van C 
tot de lijn, die door B en het mid- 
delpunt M van den omgeschreven 
cirkel getrokken wordt. 

De punten B, E‚.D, F, C zullen 
op een cirkel liggen, waarin DE 
en CF gelijke bogen onderspannen. 


Hg Paringaux, Journal de Math. El, XXXV, 1910. 
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205. In the Philosophical Magazine 1912, bladz. 892, deelt 
Thomas H. Blakesley mede, hoe door middel van een stan- 
genstelsel de wortels, kleiner dan 1, gevonden kunnen 
worden van de vergelijking : 

R, +R, cos 4 + Rs COS 29 +... R, COS nl == 0 
en daardoor van: 


[A + Ca? Ext J.J [Br + Dae? + Fa j.……] 


v. HI) ya =0. 
206. Eigenschap van een vierhoek. 
BR Als Zi Zios, Zou ne 
zwaartepunten zijn der 


\ 


LEE, AA ABC, BCD, CDA, DAB 
dan is 4,24,4344, gelijkvor- 
mig met ABCD ; het gelijk- 
vormigheidspunt is het 
zwaartepunt der punten À, 
BAG: 

Zoo M en N de middens 
zijn der diagonalen, en 
trekt men NH //BM, dan 
wordt NH =4BZ, =Z,M, 
dus gaat DZ, door het midden van MN. Door hetzelfde 
punt gaan AZ,, BZ, CZ3. 

Verder is DO:0Z,=3:1 enz. 

Stereometrisch is het vraagstuk zeer duidelijk. 

Q. Dagot, Bull. Math. El. XV, 1910. 


207. Het punt van MONGE in een viervlak. 

In de Corr. sur IEcole polytechn. II, 1813, gaf MONGE 
in een verhandeling sur la pyramide triangulaire de stelling : 
de zes vlakken gebracht door de middens der ribben 
loodrecht op ‘de kruisende ribben, gaan door één punt. 
Dat punt ligt symmetrisch met het middelpunt O van den 
omgeschreven bol ten opzichte van het zwaartepunt Z. 

Dit is meetkundig aldus in te zien. Worde het vlak 
PRST, dat loodrecht op AC staat, door OZ gesneden in M’, 
dan zal M’P//OQ wezen, waaruit volgt O4 =ZM’. M/’ is 
dus een vast punt, waardoor elk der zes genoemde vlak- 
ken zal gaan. Men zou M’ het punt van MONGE van het 
viervlak kunnen noemen. 


BK 


In de Proc. Edinb. 
Math. Soc. XXVII, 
1909, geeft H. F. 

THOMPSON van 
deze stelling het 
volgende bewijs. 

Zijn L, M, N, P, 
Q, R de middens 
der ribben. Als 
L.BC het vlak voor- 
stelt door L, lood- 

recht op BC ge- 
bracht, dan gaan: 


1) L.BC, M.CA, N.AB door een lijn W _ LMN 


2) _L.BC, Q.BD, R.CD 
3) _M.CA,R.CD, P.AD 
4) _N.AB,P.AD, Q.BD 


Uit 1) en 2) volgt, dat 
L.BC een vlak is, dat 
door W en X gaat, dus 
ook door M’, het snijpunt 
dezer lijnen. 

M’ een punt zijnde van 
M.CA en van R.CD 
zal dus ook op Y liggen, 
terwijl Z ook door het 
zelfde punt gaat, daar 
het behoort tot N.AB 
en Q.BD. De zes vlak- 
ken gaan dus door M’. 

Nog een andere eigen- 
schap volgt uit dit bewijs, 
nl. dat M’ het middelpunt 
zal zijn van een hyper- 


” 


” 


” 


” 


X „ LQR 
Y „ MRP 
DE ENPO 


boloïde, welker richtlijnen de hoogtelijnen van het vier- 


vlak zijn. 


Zoo H het hoogtepunt is van A ABC, dan snijdt de lood- 


lijn op dit vlak HH’ alle hoogtelijnen. 
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Immers CH en de hoogtelijn uit C op A ABD neerge 
laten, zullen in een vlak | A ABC liggen en zal dus de 
laatste lijn HH’ snijden; zoo ook de andere hoogtelijnen 
van het viervlak. 

Daar W door het hoogtepunt van A LMN gaat en lood- 
recht op. dit vlak staat, ligt zij in het vlak der lijnen HH’ 
en DD’, de hoogtelijn op ABC. Dit vlak is raakvlak aan 
den asymptotischen kegel, daar DD’ en HH’ evenwijdige 
richtlijnen zijn van verschillende soort W en zoo ook X, 
Y en Z liggen in raakvlakken aan den asymptotischen- 
kegel en daar de genoemde lijnen elkander snijden, zoo 
moet dit wezen in het middelpunt der hyperboloïde. 


Q. 


208. Eigenschap van regelvlakken. 


„In elk punt van een geodetische lijn van een ontwik- 
kelbaar regeloppervlak is de verhouding van de kromming 
en de torsie gelijk aan de tangens van den hoek, dien de 
lijn maakt met de door het punt gaande beschrijvende lijn”, 

Van deze bekende eigenschap gaat A. Petot uit (Comp- 
tes-Rendus, T 155, 14 Oct. 1912, bladz. 696), en vindt de 
eigenschap: „Als men in een punt van een willekeurig 
oppervlak de twee geodetische lijnen denkt, die raken 
aan twee elkander toegevoegde richtingen, dan heeft de 
verhouding van de kromming en de torsie voor die twee 
lijnen dezelfde waarde; zij is gelijk aan de tangens van 
den hoek van die twee richtingen”. 

„Wanneer een oppervlak als geodetische lijnen een 
stelsel schroeflijnen heeft, dan wordt elk van deze door 
hun toegevoegden onder gelijke hoeken gesneden. De 
grootte van dien hoek is in ’t algemeen voor elk der 
schroeflijnen verschillend”. 

„Wanneer geodetische lijnen van een oppervlak door 
haar toegevoegden gesneden worden, zoodanig dat voor 
elk der lijnen de hoek van snijding constant is, dan moeten 
die lijnen schroeflijnen zijn”. 
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Lwaartepunt van eene afgeknolte piramide. 


Bekend is de inhoudsbepaling van een afgeknotte drie- 
zijdige piramide, door deze in drie piramiden te verdeelen 
(val. F. J. Vaes, Stereometrie, blz. 137). Dit kan men ook 
benutten om het zwaartepunt van de afgeknotte piramide 
Tes BEM 5 te bepalen, waardoor men 

Ee ingewikkelde berekeningen 

vermijdt. 
De afgekn. driezijdige pir. 
ABC—DEF is te verdeelen in 
9 piramiden D—ABC, B—DEF 
C en B—DFC, 
Stellen we de oppervlakken 

B van grond- en bovenvlak 

door G en B en de hoogte 
door H voor, dan is: 
D_—ABC=tGH met een zwaartepuntsafstand 4 H tot G. 
B DEF =4 BH a, d Le Het. 

Terwijl B—-DFC =H GB. 

Nu ligt het zw. ab van B—DFC op de zwaartelijn BZ,, 
als Z, het zw. p. van A DFC voorstelt, gelegen op de 
zwaartelijn CM. 

Nu is de hoogte van 4, boven G=% van de hoogte van 
M boven G=3H. 

_ De hoogte van Z boven G ==} van de hoogte van Z, 
beven GX 2H=4H. 

Past men dus de momentenstelling der inhouden toe, 
t. o. v. G, dan geeft dit de vergelijking: 
+H(G HV GBB) Xa=tGHXiH4BHX3HHHHGBXx3H 
als # de zw. p. afstand der afgeknotte pir. tot G voorstelt, 

Ae ABB 
dus „=H GEETIZGBEE: 

Dezelfde uitdrukking geldt voor de zw. p. afstand van 
eene afgeknotte veelzijdige piramide als onmiddellijk gevolg 
der stelling van Cavalieri. 

s-Gravenhage. D. J. KRUIJTBOSCH. 


De tellen van Mersenne. 


De Engelsche Luitenant-Kolonel Allan Cullingham, die 
zich in het bijzonder beweegt op het gebied der reken- 
kunde, is voortdurend bezig met het onderzoek van de 
getallen van Mersenne. Hij deelt blijkbaar de getallen, 
die nog onderzocht moeten worden, telkens alle door een- 
zelfden deeler, en is daarbij gekomen tot een deeler, 
grooter dan 800000. Daarbij is gevonden dat 2173 —1 
deelbaar is door 730753; dus moeten nog de getallen onder- 
zocht worden, waarbij de exponent is: 

101, 103, 107, 109, 137,139,149,157, 167, 193, 199, 221 220001 


raa en Antwoord. 


Derde antwoord op vraag Sl (2), Ben jaargang, bladz. 74. 
De inhoud van een ruimte-element in cylinder-coördinaten 
is: rd 4 dr de. 


De inhoud van het oppervlak is dus : T=8 | | | rde dr dz 


als de integraal uitgestrekt wordt over het le oktant 
vS 


A: | 5 de | EE [ ta de=8 | 5 de | ee [re r) 


Bij de 2e integratie moeten we sommeeren een aantal 
verticale zuiltjes. Laat de voerstraal, behoorende bij het _ 
opp--element, dat zoo’n zuiltje uit het oppervlak snijdt, een 
hoek p met de Z-as maken. Dan geldt: 

r=esin? ep, WV]r(pe—r)|= esin p cos p 
en dr =?2p sin p cos p dp. 
Ze MT 


4 2 | 
Derhalve: [=8 | 20° dô | sint p cos? p dop = 
0 


0 


*) Zie vorigen jaargang, bladz, 31 en vraag 58 blads. 173, 
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x 


LÀ 


LN, 


REN 
=8er | cos tu au | sint p cos? p dp = 


HA OLENE b.lf. [DHS 4. PG) 
ED, 2.1'(4) BAREL 5E (5) 
epe 
= har De 
Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


Tweede Antwoord op vraag 64, 8e jaargang, bladz. 222 (zie 
bladz. 77). Het differentiaal kenmerk der rechte conoide met 
de Z-as tot en is pe + qy —= 0, waarvoor we ook kunnen 

de 


schrijven @ —- dy — gd Het raakvlak aan de ellipsoïde 


ket 2 
moet dus voldoen aan © ee 4) Er —0. Deze vergelijking 


en die der ellipsoïde bepalen te zamen de richtlijn. 
Zij een beschrijvende lijn y = Ax 
ef 
Eliminatie van x,y, enz. uit deze vergelijkingen en die 
der richtlijn, geven de voorwaarde, dat ze de richtlijn 
snijdt, 
We vinden 
ab? ab? A 
VT Parr IT jr rar ArS 
Gesubstitueerd in de vergel. der ellipsoïde geeft, na 
eenige bewerking | 
he HD 
(b2d-a2 A2)? Se (b? J a? A2)? vise EET 1, 
Elimineeren we nu A en B uit deze vergel. en die der 
beschrijvende lijn, dan vinden we na uitwerking de verge- 
lijking der gevraagde conoide, n.l.: 
arc? y? =(b? xr? Ha? y?) (Cc? —2?) of 
Oe Nee ij). 
Rotterdam K. SCHOUTEN. 


— B. 


Vraag 66. Op te lossen: 
(EPD! — af! H(W° HD) — Lay =(w° +2) 
(Kv 1907). | 
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ty de ze 
Stelt men z= An + y, dus Es ae: dan wordt de 
vergelijking (@° +2) 2e —_ daz == (a +2). Beschouwen 
we eerst het le lid gelijk 0 gesteld, dan kan men daar- 


voor schrijven Ge waaruit volgt: 
2 2 f 


lz= le? +2) Hie of z=ect{a? +2). 
Beschouwen we nu c als functie van x, dan hebben we: 


de _d 
Te gn (WH) Zer. 


De oorspronkelijke vergelijking wordt nu 
el CA 


waaruit volgt der of EET. 


Ter bepaling van y hebben we dus 


EE y= heet +2) 


=-10 


De oplossing van oe + y=0 is bee en cie of 
C, cos # + C; sin x. 


We zullen nu trachten nog een particulieren integraal 
te vinden van de niet homogene vergelijking. 

We stellen daartoe y= pw? + qr? 4ra Js 
dus 


dy =p Sgr dr 


ie 
d? 
Tae bp x + 2q. 


eh | 

Gesubstitueerd in z Hye de) (w? +2) geeft dit: 
2 \ 

per + qr* + (Op dr) wd 2q Hs =ar? Je, 2 4 2 2e, 


Hieruit vinden we p=l,q=c,r=—4,s=0. De te 
vinden integraal is dus #® + c, #? — 4x. 
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De integraal der gegeven vergelijking is dus: 
yrs de, n° AL HC? COS EHC 3 SIN X. 


K. SCHOUTEN, Rotterdam; H. B. FIJNENBERG, Bergen 
(N.H.); B. D., J. DE JONGH JR, Kampen; J. A. SPRUIT, 
Schiedam; DR. J. VREESWIJK, Utrecht; J. A. WERTENBROEK, 
Zoeter woude. 


Vraag 67. Gevraagd de oplossing van vraagstuk Akte 
Kv, 1901, Analytische Meetkunde No. 3: 

Te Bn de meetkundige plaats van die punten eener iin 
soïde, voor welke de afstand van het raakvlak tot het middelpunt 
standvastig —=p ós. 

Aan te toonen, dat de vlakken, door het middelpunt, evenwijdig 
aan deze raakvlakken gebracht, de ellipsoïde snijden volgens 
ellipsen, die een standvastig oppervlak hebben. *) 


Antwoord op vraag 67. A. Noem den BEE afstand d en de 


vergelijking de rellipsoïde ze 9 De sal db 1. Een raakvlak 


in @,, Yi, 21, heeft tot vergelijking re 5 el ap 


Dus moet steeds Een dgn. 


ed H 


De meetkundige plaats der punten #,y;z, is dus de 
doorsnede der ellipsoïde met de ellipsoïde 


ahead: 
Dette 


B. Zijn r de straal, die het raakpunt verbindt met het 
middelpunt, en a/b’ de assen der middendoorsnede even- 
wijdig met het raakvlak. Dan is volgens Apolonius steeds 
d/b'r==dbe. Maar de inhoud van het parallelipedum in 
dit theorema bedoeld is ook grondvlak X hoogte. En daar 
de hoogte gelijk d, dus standvastig is, is ook a/b’ stand- 
vastig. Dus is het product der assen der middendoorsnede 


L__ Zie Vraagstuk 366, bladz. 74, 
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evenwijdig aan het raakvlak, dus ook het oppervlak ervan 
standvastig. | 
(K. SCHOUTEN, Rotterdam; H. B. FIJNENBERG, Bergen 
(N-H.); E. D. J. DE JONGH JR, Kampen ; Dr. J. VREESWIJK, 
Utrecht; J A. WERTENBROEK, Zoeterwoude. 


Vraag 68. Gevraagd de oplossing van Kv, 1912, Diffe- 
rentiaalrekening: 


Gegeven is de vergelijking f(x, y, 2) =0. Wordt gevraagd 


En Op ò°y 
de partiëele afgeleiden TE en za uit te drukken in 
òz Òz ò2z dz dz 


ny TL aa a 


Vraag 69. Gevraagd de oplossing van Kv, 1912, Inte- 
graalrekening : 


Bepaal een volledige oplossing en de singuliere oplossing 
van de partiëele differentiaalvergelijking 


Pty)? + (qd) —2— ay =0. 


Vraag 70. Is de volgende betremkldg reeds bekend ? 


_ COS2at-1l _ 2eosa 
GONE DE ICON or CN 


Dus: cotg a =—=cotg2 «+ cosec 2x 
cotg 2 a = cotg 2?« J cOSeC 2?« 
cotg 2?« = cotg 23a + cosec 23« 


= Cotg. «. 


_(op 
cotg a — cotg 2'ad- cosec Za J-..… cosec Wa 
of: 
cotg «a — cot g 2 — cosec Za + COseC 2?a J-.., cOSEC 2 | 
Den Haag. D. J. KRUIJTBOSCH. 
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borrespondentie. 


ee) 
2 

Over de bestaanbaarheid der integraal | er da. 

0 


De methode door den heer C. Krediet op bladz. 170 en 
171 (Sen jaargang) 1) gebezigd, om de bestaanbaarheid der 


integraal jr Ze ee de aan te toonen, komt mij voor niet 


juist te sint 


De heer K. ontwikkelt 2 En in een reeks van de 
gedaante 
+ Ca FE U HC, DE H-...……. 0) 


ee 
Eerst moet nu het comrvergentiegebied van deze reeks 
nagegaan worden; gemakkelijk toont men aan, dat ze 
voor alle eindige waarden van «& uniform convergeert, 
zoodat men, voor alle eindige waarden van x, term voor 
term mag integreeren. Men krijgt dan: 
E 


2 COS ar 03 the 
er AEN BEN rbe ET: (2) 
welke reeks weer voor alle eindige waarden van «& con- 
vergeert. Hieruit besluit nu de heer K. tot de bestaan- 


baarheid van de integraal 
e ©) 
| PCOS dE de, 


142 
wat m. i. onjuist is. Men kan alleen concludeeren, dat 
de integraal 


H bj 
A2 COS AL 


ne 
0 


1) Zie ook bladz. 228, Rectificatie. 
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voor iedere eindige waarde van x, hoe groot ook geno- 
men, een bepaalde waarde heeft. Nu is echter de integraal 


e ©) 
22 COS ax 7 
1 H- x? 
0 
4 
B 2 COS ar 
—= Lim d 


Heden Leper? 


en of nu de waarde van 


Hb, 
L° COS ax 
d 


1 + x? 
0 
voor steeds toenemende waarden van « tot een bepaalde 
limiet zal naderen, ja zelfs beneden een bepaalde eindige 
waarde zal blijven, kan men niet afleiden uit de conver- 
gentie van reeks (2) voor alle eindige waarden van «. 
Inderdaad is de integraal onbestaanbaar en nadert de 
waarde van 


4e 
LCOS dt 


ne 
0 
voor steeds toenemende waarden van x niet tot een be- 
paalde limiet, maar blijft de waarde schommelen tusschen 
1 zr —a 1 zz —sa 
gg € en === ey, 
and 
zooals de heer van Roon op bladz. 171 (8en jaargang) op 
m. i. juiste wijze heeft aangetoond. 
De onjuistheid van de redeneering van den heer K. 
blijkt ook uiteenzeer eenvoudig voorbeeld. We hebben n.l.: 


ED 
x Penn 
| En ADE + 51 ee 31 - AT J- eze: iere 
0 » 
Deze reeks is voor alle eindige waarden van « con- 


vergent, terwijl toch de heer K, zeker niet aan de onbe- 
staanbaarheid van de integraal 
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le &) 
| e” da 
0 


zal twijfelen. 

Het is duidelijk, dat men nooit de bestaanbaarheid van 
een integraal met de bovenste grens oo kan aantoonen, 
door de functie onder het integraalteeken in een macht- 
reeks naar positieve machten van de veranderlijke te 
ontwikkelen, daar zoo’'n machtreeks alleen kan conver- 
geeren voor eindige waarden van de veranderlijke en 
men dus omtrent de grenswaarde oo niets kan besluiten. 

’s-Gravenhage. W. C. Posr. 


In dezen tijd van den Fermatcultus verdienen gesigna- 
leerd te worden: 

1. Eror, Essai de démonstration du théorème de Fermat 
par Lussan. Gauthier-Villars 1911. 


2. Le théorème de Fermat par EGOROFF. St. Peters- 
bourg 1911 chez l'auteur. 


8. RANUucCcI, Risoluzione dell’ equazione Dr AU —= +], 
con: una nuova dimonstrazione dell’ ultimo teorema di 
Fermat. Roma 1911. 


4, Ducra, Démonstration nouvelle d'un théorème de 
Fermat. Pau 1911. Q. 


Nieuw verschenen werken,’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van De Erven F, Bohn, Haarlem. 


M. VAN DEN ENDE. Vraagstukken ter oefening in de 
grondbeginselen der Werktuigkunde ten dienste der 
Hoogere Burgerscholen. 

Uitgegeven als 4en druk van Dr. Heringa's Vragen en 
Vraagstukken. 1912. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen resensie gegeven. 
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Uitgave van Boymans’ Boekhandel, Rotterdam. 


F. J. VAES. Eerste aanvulling van Axonometrie, bevat- 
tende de oplossing der examen-opgaven bij de teeken- 
akten 1912, en bij K5, 1911 en 1912. À 


Uitgave van G. C. T. van Dorp d& Co, den Haag. 


J. J. FEYTES. Anhang zu „Verhandlung der allgemeinen 
Auflösung des Theorems Fermats”. (Gratis aanhangsel bij 
de „Verhandlung” zelve). 1912. 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 


P. HOESTRA. Eenvoudig Handelsrekenen ten dienste van 
handelsavondscholen, herhalingsscholen, vervolgklassen, 
scholen voor M. U. L. O., enz. 1912. f 0.40. 


— _— Imleiding tot de meetkunde ten dienste van 
Uitgebreid L. Onderwijs, Ambachtsscholen, de laagste 
klasse van H. B. S., enz. Eerste deeltje. Met figuren. 
1912. f 0.40. 


Dr. J. KORS. Beschrijvende Meetkunde. Eerste Deel, 5e 
druk, herzien door Dr. O. Postma. Tekst met Atlas. f 1.50. 


D. B. WISSELINK. Theorie der rekenkunde. Eerste 
deeltje. 8e druk, herzien door W. H. Wisselink. 1912. 
2 deeltjes. f 0.15. 


W. H. WISSELINK. Een en ander uit de practijk. 
(Berekeningen van Post-, Spaarbank-, Kassierszaken, enz.) 
Met vraagstukken, voor Hoogereburger-, kweek-, en 
Normaalscholen en Privaatgebruik. 1e stukje. 5e ver- 
beterde druk. 1912. Compleet in 2 stukjes à f 0.30. 


—__— Meetkundig Rekenboek. Tweede stukje (Licha- 
men). B. Vraagstukken. Tweede, verbeterde druk, 1912, 
MALE 

P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE. Leerboek der 
Algebra. Deel 2. Tweede druk. 1912. gec. f 1.00. 
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bergones Sfapelpronleem 


DOOR 


Dr. H, ONNEN SR, (den Haag). 


(Vervolg.) 
VL. 
Bepaling van de opstapelingswijze, die X op een gegeven rang- 
nummer brengt. 


19. Om de opstapelingen zoo te kunnen uitvoeren, dat 
X op een gegeven rangnummer komt te liggen, moet men 


een stapelgetal S- zoeken, dat z,=Q,— 1 maakt, als Q, 


gelijk gesteld wordt aan het gegeven rangnummer. Maar 
bovendien moet men de zekerheid hebben, dat ,= 1 wordt. 


Nu volgt uit no. 16 c en d, dat, als N { P. is, de nood- 
zakelijke en tevens voldoende voorwaarde, om w,=l te 
maken, deze is, dat het restgetal R‚ < P.— N zij. Tevens 
is altijd R‚) 0. Brengt men deze grenswaarden van R, 


over in verg. (4) van No. 12 en stelt men daarin tevens 
z,=Q;— 1, dan blijkt daaruit, aan welke voorwaarde het 
stapelgetal 5, voldoen moet, om zekerheid te geven, dat 


X na de ge opstapeling het gegeven rangnummer zal 
hebben. Men vindt: 


(QD PE, QE, 
DEN) AAE manie. Dre eh (12) 
Is nu 
Be NGE 


dan moet # minstens —n zijn. 
Voor é=n moet derhalve: 


ODE Q, P, 
nl (13) 
zijn, als voor Q, het verlangde ‘rangnummer genomen 


wordt. 
Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 9 
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20. Het verschil dezer grenswaarden is: 
Ee 
n 
EN ade 


Is dit verschil ) 1, dus N {{P,, dan zal er zeker altijd 


minstens één geheel getal bestaan, dat aan de voorwaarde 
(13) voldoet. Is echter N)4P,, dan zal het van Q,afhan- 


gen, of er al dan niet een stapelgetal gevonden kan worden. 
QE 
se ax ra 
ZN Ne aa 
waarin ò de geheelen van het quotient en , { N de rest 
der deeling van Q,P, door N voorstelt, dan kan de voor- 


waarde (13) in dezen vorm geschreven worden: 
Al ma 
Olt Nen BD 
en het is duidelijk, dat als ,) P,_—N is, er geen geheel 


getal tusschen deze grenzen liggen kan. Is echter © 4% Ee 


dan voldoet in elk geval het getal 


dl Ee ER, 


Wij hebben derhalve gevonden: voor. N < $P 


is er altijd 


Nn 
minstens ééne opstapelingswijze, die in n verdeelingen X met 
zekerheid op een willekeurig gegeven rangnummer Q, brengt; 


isyP, {NP dan ds het alleen dàn mogelijk, als de deeling 
van Q,P, door N een rest p overlaat, die < P,_—N ús. 

21. Wanneer 

habe eN, ok Ee 

is, kan men gemakkelijk vinden, voor welke rangnummers 
een stapelgetal S, bestaat en voor welke niet. 

In dat geval Ken namelijk de rest der deeling van P, 
door N niet anders zijn dan P,_—N. De rest der deeling 


van Q, En door N, of ep, is dan: 


181 
den 
waarin A—0, 1, 2... (P,— N) kan zijn. 
Nu is altijd 0 0, terwijl zn He — N moet zijn, om een 
stapelgetal 9, te e krijgen. Wij Erben dus: 
OER Ent ne Der ard 


waaruit volgt: 


Wij leiden hieruit af: 
a. voor A= 0 is altijd Q,=1 en voor A=P,—N is 


altijd Q, == N, d.w.z. X kan met » verdeelingen altijd op de 


eerste of op de laatste plaats gebracht worden ; 
b. als O{A{P,—N en AN een veelvoud is van Ee 


zijn er twee op elkaar volgende rangnummers, waarop X 
met n verdeelingen gebracht kan worden, namelijk : 
we AIN AN 

BNP Nen 

n Nn 

c. elke waarde van A, waarvoor AN geen veelvoud is van 
Ee —N, geeft slechts één rangnummer, waarop X met „ 
verdeelingen gebracht kan worden, t.w. : 

Q‚= in nl mee 

Cpmerking 1. Om Q,=1 te maken, d.w.z. om X boven 

op den eindstapel te brengen, moet volgens form. (13) van 


No. 19: 


EA 
$ on 
GES sj Ne 1 
zijn. Hieraan voldoet altijd 5,0. Uit de beteekenis van 
het stapelgetal bij de methode met omkeering (No. 12) volgt, 
dat alsdan a, =a,= ...=a, 0 is, hetgeen zeggen wil, 


dat bij elke Bt Hop hoopje met X het onderste 
gelegd wordt, 
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Voor Q,=N, d.i, om te maken, dat X de onderste kaart 


van den eindstapel wordt, moet : 
N n 
P_n SS, £P,—1 
zijn. Hieraan voldoet altijd 5 =P, —1. Voor de methode 


met omkeering volgt dan uit: 
n 
Pr ne ap; JP, —! 
a, =A,—1, hetgeen beteekent, dat bij elke opstapeling 


het hoopje met X bovenop gelegd wordt. 
Voor de methode zonder omkeering vindt men, dat 5, =0 


en dus Q,=l, of 5, =P, 1 sen dus Q,‚=N wordt, als 


het hoopje met X beurtelings bovenop en onderaan ge- 
legd wordt, en wel Q,=l of Q,=N, naar gelang bij 


de ne opstapeling het hoopje met X bovenop of onderaan 
komt te liggen. 
Is 
Ze / 
le NL 
dan zijn S,=0 en S,=P,„—l de eenige stapelgetallen, 


waardoor X met n verdeelingen de eerste of de laatste 
kaart wordt. 

Is echter 

EE EE 

dan kan dit ook met één of meer andere opstapelingswijzen 
geschieden. 

Opmerking 2. Wanneer N oneven is, kan X ook altijd 
met » verdeelingen in het midden van den eindstapel ge- 
bracht worden, dus Q, = ij, (N41). Dit zal namelijk bij 


beide methoden altijd gelukken, als men bij elke opstape- 
ling het hoopje met X in het midden tusschen de andere 
hoopjes legt. Want dan is a,=a’;„en men toont gemakke- 
lijk aan uit de vergelijkingen (z,) en (z/,) of (z,) en (2/„) 
in verband met (m)en (m/) van No. 7, dat nu ook 2,8; 
moet zijn, Uit ì 
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2, En %, En z eN: 
volgt dan verder, dat x, altijd oneven is en dat x,, nooit 
2 kan worden. Alzoo moet #, =1l en 2, =t(N-—1), dus 
Q,=an 1=t (NHD) zijn. 
Voor EE HA at Ee 


is deze te de eenige, waardoor X met » 
verdeelingen in het midden van den eindstapel komt. Voor 


Ei N NS Ë E, 


kan dit veelal ook nog op één of meer andere manieren 
geschieden. 


22. Kan men in het algemeen niet voor iedere Q, een 
geheel getal voor sE vinden, er bestaat altijd een passend 
stapelgetal S, Hi voor elke waarde van Q, Fr 0 VSA 


met 2-1 verdeelingen en opstapelingen kan X op elk 
gegeven rangnummer gebracht worden. 

Want stelt men in de voorwaarde (12) van No. 19 4—=n- 1, 
dan heeft men: 


(Orr TDP 3 QE Ate 
BENE SNT Tet 
Het verschil dezer grenswaarden is 
el 
Ne 
ee E nJ-1 
en dit is altijd ) 1, omdat N hoogstens =P, = zenne GL 


A, BT minstens 2 is. 


Zonder te onderzoeken of er al dan niet een opstapelings- 
wijze bestaat, die X met n verdeelingen op het verlangde 
rangnummer brengt, is men derhalve altijd zeker er een 
te zullen vinden, waardoor het met n +1 verdeelingen 
gebeurt. 
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23. Voorbeelden. Stel weder: 

An= Ont Or An 
dus Pr S0r TE SE Mn 
en neem N= 48, dan is 

P, <48 Ps 
dus n=3 en P, —N==24. 

Daar 48 )>4P; is, weet men a priori niet, of X met 3 
verdeelingen altijd op het verlangde rangnummer gebracht 
zal kunnen worden. 

Om de rangnummers te bepalen, die zich daartoe leenen, 
passen wij No. 215 toe, omdat N=2(P;—N) is, en wij 
vinden daarvoor : 

Oe =2A en Qi ZA 
voor A =0,1,2....24, dat zijn in dit geval alle rangnummers. 

De in no. 9 gevolgde opstapelingswijze gaf met dezelfde 
gegevens voor beide methoden #;=2 met 2 
geil? | | 

Wij zullen nu opstapelingswijzen zoeken, waardoor 
dezelfde waarden van z; verkregen worden, maar met 
23 =l, zoodat het rangnummer Qs; in de twee gevallen 
wordt: 27 en 18. 

Volgens (13) van no. 19 is: 


met omkeering zonder omkeering 
ACNE EEESCHIE 
je Re 8 CAR 
39 < Ss < 395 18 ZS len 


Er is dus in beide gevallen slechts één stapelgetal. Dee- 
len wij (zie No. 10, 11 en 12): 
Gd en Ge EDS 
achtereenvolgens door A, A, en A;, dan vinden we de 
opstapelingsgetallen ; aldus: 


ee SE 

Aen RE Brest; =d 
eaten ane idatt0 | PT en =O 
As =4 0 D)) ast As =d 0 » +25 fe 


Neemt men derhalve met omkeering voor de opstapelings- 
getallen a:8, 0, 2, in plaats van 4, 0, 2, als in No. 9, en 
zonder omkeering voor d’=q—l1:0, 2, 1, in plaats van 1, 
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2, 1, dan wordt #, —=1 in plaats van 2 met dezelfde waarde 
VAE: 

Voor N=60 vindt men, dat Q; van den vorm 5À of DA + 1 
moet zijn, om een opstapelingswijze te kunnen vinden, 
die #,==l maakt. X kan dus onmogelijk in 3 verdeelingen 
met zekerheid bijv. op het rangnummer 82 (cf. No. 18) ge- 
bracht worden. In 4 verdeelingen kan dit echter op drie 
manieren gebeuren, want men heeft volgens verg. (14) in 
No. 22: 


31 X 216 ren 


1 


RRS 
UIt { S, { 14E 


Het stapelgetal kan dus zijn: 112, 118 en 114. Onder- 
werpt men voor de methode met omkeering G,(a)=S, en 
voor de methode zonder omkeering (daar nu het aantal ver- 
deelingen even is) G’, (+ q) == S, voor elk dezer drie waarden 
aan de achtereenvolgende deelingen door A,, A,, A; en 
Ä,, dan vindt men de volgende opstapelingswijzen, die alle 
Gd Zeven: 


met omkeering zonder omkeering 
di 42 43 Uy di Ya Y3 Ga 
B art ZA 2 
DOL 0 UAL EAT 
Ome le se L ee 


Ter illustratie van de opmerkingen bij No. 21 moge het 
volgende voorbeeld dienen: 


Zij: 70 iN A= 4 A Ö; À, if) 
dus: BRNO Ege Ar DD 
Neem N= 5, dus n=4. Men vindt dan: 
met omkeering zonder omkeering 
Ui de dz A4 di Ye Ja Ya 
kes | OAT Omke 0 ORT EL 
hd as 0 ier 0 | Dat <50 
(X de eerste kaart) aten de nr 0 int nad 
5 REE Dj Er toeld Eeten) Hengel” 
NO Ole enal one a > Ban etn 
(X de laatste kaart) ks eere A Tais 
OREN A Ne Bee 4 oan te 
voor Q, — 38 n OTE Ë dre ole 
(X de middelste kaart) Od hbe d 
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VII. 
Bijzondere gevallen. 


24. Met behulp van de gevonden uitkomsten kan men 
zich een menigte varianten verschaffen op de bekende 
„tour de cartes” van BACHET. 

Ook kan men de verdeelingen en opstapelingen door 
een ander naar believen laten uitvoeren en gedurende 
die manipulaties de berekeningen maken, waardoor men 
op zeker moment in staat zal zijn, het rangnummer der 
gedachte kaart te zeggen. Wie echter niet een meer dan 
gewone vaardigheid in het hoofdrekenen bezit, zal daarbij 
wel behoefte hebben aan papier en potlood, vooral wanneer 
men de methode zonder omkeering toepast. 

In bijzondere gevallen worden natuurlijk de berekenin- 
gen allicht eenvoudiger. Zoo bijv. als 

N=P =Â, A,...A 


is. De formule (4) van No. 12 wordt in deze onderstelling 
NOOR itt. 


n 


Sn er 5, 
want, daar altijd R-<P. is, kan R, niet anders dan 0 zijn. 
En dan volgt uit (X) van No. 13, dat ©, en dus 
Qian lS les, dt: 
met omkeering : 
Qed: Aida As Ada en tel At A4, 


zonder omkeering : 
n even 


Qi fit Ar Ja Ar Ar Mete (Ar As EE 
n oneven 


Od 1 Yo OREN À» Irie (A, Age GA SEN 


Deze formules zijn gemakkelijk te onthouden en zonder 
moeite gedurende de manipulaties in gedachte toe te pas- 
sen, vooral wanneer men zich van de methode met omkee- 
ring bedient. 

De eenige eisch is, dat het aantal kaarten het gedurig 
product is van de verdeelingsgetallen, bijv. 36 =3 X 3 X 4, 
48 == XA4X4, 60=3 X4 XD, enz. 
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Let men bij de opstapelingen op de plaats, die het 
hoopje met de gedachte kaart in den stapel verkrijgt, dan 
kan men na elke opstapeling weder een term van de 
formule bij de som der vorige termen voegen, en men 
heeft na de laatste opstapeling Q, verkregen. 


Wil men de gedachte kaart op een gegeven rangnum- 
mer Q, brengen, dan deelt men het met 1 verminderde 


rangnummer (zonder omkeering voor n oneven het rangnum- 
mer zelf) door het eerste verdeelingsgetal, het quotient 
door het tweede, enz. De rest, die bij elke deeling over- 
blijft, geeft telkens aan, hoe de volgende opstapeling ge- 
schieden moet. De methode zonder omkeering vordert 
hierbij vooral wat meer opmerkzaamheid. 


Neem bijv. 48 kaarten. Zijn de verdeelingsgetallen 
A,‚=4, A, =3 en A; ==4; komen bij de eerste opstapeling 
a, 3, bij de tweede a, =0 en bij de derde a; = 2 hoopjes 
onder het hoopje met X te liggen, en keert men na elke 
opstapeling den stapel om, dan wordt X de 


143 H4X0H-4X3X2=28e kaart. 


Wil men, dat X bijv. de 34e kaart wordt (met omkeering), 
dan deelt men 33 door 4, rest 1; daarna 8 door 3, rest 2 
en ten slotte 2 door 4, rest 2, zoodat men de eerste keer 
1, de tweede keer 2 en de derde keer weer 2 hoopjes 
onder het hoopje met X moet leggen. 

Wordt de stapel niet omgekeerd en zijn de rangnummers 
van het hoopje met X bij de drie opstapelingen, van boven 
BEverokend gj ==1,g, =d en q; —=2, dan wordt X de 


L—-AX3H4X3X2=13e kaart. 


Om zonder omkeering X op het rangnummer 84 te bren- 
gen, deelt men 34 door 4, rest +2, daarna 8 door 3, rest 
— 1 en dan 3 door 4, rest +8, waaruit blijkt, dat men het 
hoopje met X de eerste keer het 2e, de tweede keer het 
teesen de derde keer het 3e in den abe moet leggen, 

van boven at geteld. 

Ik stel mij voor, dat liefhebbers van „kunstjes met de 
kaart” deze, naar ik meen, weinig bekende variant met 
succes in praktijk zullen brenzen. 
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25, Wij onderstellen thans, dat de verdeelingsgetallen 
alle gelijk zijn, dus A-—=A en p;=p. In alle formules 


wordt nu P‚,= A7 


Neemt men NA", dan moeten wij voor A=—=m en 
n=m de formules van GERGONNE voor het rangnummer 


van X terugvinden, daar hij N==m" stelde. Dit is inder- 
daad het geval, gelijk blijkt, wanneer men in de formules 
voor QQ zonder omkeering van No. 24 A-=m en n= m 


stelt. Vervangt men dan nog q, door n,, dan worden zij 


identisch met de formules van GERGONNE, zooals die in 
No. 2 zijn opgegeven. | 
Voor A=dsen.n =d, dus N =2irheeft mens 
Qs A1 — 3q2 + 993, 
dat is dezelfde formule, die AHRENS voor dit geval geeft 
(No. 1), behalve dat q,, q> en q; bij hem a, b en c heeten. 
Stelt men in de formule voor Q, met omkeering van No. 


24, A,‚=3 en n=3, dan is: 
Qs =lHa, + 3as + Jas. 
Voert men hier de rangnummers a, b en c in, die het 
hoopje met X bij elke opstapeling krijgt, door te stellen: 
ditte dede bt Aai 


dan komt er: 

Nemi er ee ES 
d. 1. de formule, zooals die in de laatste editie van BACHET 
voorkomt (No. 1). 


26. Stelt men A= A, maar nu meer algemeen: 
NAS 


dan heeft men HUDSON's probleem (No. 4). 

Volgens HupsoN geeft elk getal, gelegen tusschen de 

grenzen RUB á 
(QA AET eq Aen 
5 AT Lm 
n maal achtereen door A gedeeld, resten, die de rangnum- 
mers aangeven, waarop het hoopje met X bij iedere op- 
stapeling gelegd moet worden, van onder af geteld, om X 
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na de ne opstapeling op de Qe plaats te brengen, eveneens 
van onder af geteld vóór de omkeering en dus van boven 
af nà de omkeering van den stapel. Het geldt hier name- 
lijk de methode met omkeering. 

In onze notatie zijn die rangnummers a, +1, as +1... 
a, 1; en zulk een getal heeft dus den vorm: 


(a, +1) (as HIA 4 (az HI APH OTE 
d. í. 


| A eeN | 
a, Ha, Atag A? H....ta, AS EE 
of: 
Aaen 
ema 


Vermenigvuldigt men teller en noemer van de eerste 
breuk in elk der beide grenswaarden van Dr. HUDSON’s 
stapelgetal met A, dan is zijne oplossing opgesloten in de 
formule : 


EE Nen 


en deze komt Se overeen met onze in No. 19 gevonden 
formule (13) voor het stapelgetal Sn wanneer daarin 


p= A” gesteld wordt. 


De vraag, hoeveel verdeelingen in het algemeen noodig 
en voldoende zijn, om X op het verlangde rangnummer 
te brengen, schijnt door HupsonN niet beantwoord te zijn. *) 
Alleen voor een enkel bijzonder geval geeft hij hieromtrent 
eene aanwijzing, die echter, zooals door Prof. DICKSON 
is aangetoond, onjuist is. 

Passen wij No. 20 toe, dan blijkt, dat, wanneer » zoo 
gekozen wordt, dat 


Alabanda” 


is, » verdeelingen altijd voldoende zijn voor N { 4 A 


n 
voor N)4A alleen dan, wanneer de rest der deeling 


*) Het oorsyroukelijke stuk van Dr, HupsonN in de Zducatio- 
nal Times Reprin!s heb ik niet in banden kunnen krijgen. 
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van QA” door N, A” — Nis; in elk ander geval zijn n1 
verdeelingen noodig. 

Verder geeft No. 21 het middel aan de hand om, in geval 

LATE ZEND AG 

is, te onderzoeken, voor welke rangnummers „» verdeelin- 
gen voldoende zijn en voor welke „+1 verdeelingen 
vereischt worden. 

Overigens geeft de toepassing der algemeene formules 
op het geval dat A„=A is, ook met de methode zonder 


omkeering, geen aanleiding tot bijzondere opmerkingen. 
(Wordt vervolgd.) 


Bewijs van de eigenschap: 
Attas in 


ee: A 
Trek door het uiteinde A 
van een willekeurige mid- DE] 
dellijn van den cirkel M de 
koorden AB =a,,, AC=ag (4 
en AD==4: en verbind D Ed 
met M. Projecteer B, Cen D 
op de middellijn. Men ziet, 
dat / ABE =/GDM= 5 
In overeenstemming met 
de van den Heer Vaes af- 
komstige notaties is: 
GM =tgRen FM=}R, 


dus: FG =EFM—GM=ER(l—g)= ikk. 
Ook is: A= SOU nk 
Men heeft: AE == FG 


AF = AF 
AE + AF = AG. Gr 
OR X AEH 2R X AF =?2R X AG 
1E ane Mike LE 
’s Gravenhage. D. J. KRUIJTBOSCH. 
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Het punt van Fagoano op de ellips 


DOOR 
CG. A. CIKOT (Cs Hertogenbosch.) 


IT. 


Natuurlijk heeft het punt meerdere, min belangrijke 
eigenschappen, b.v. de omhullende van alle ellipsen, wier 
assen langs dezelfde twee lijnen vallen en waarvoor de 
som der assen constant is, is eene asteroide; nu raakt de 
omhullende al die ellipsen in hun Fagnano-punten. 

Voor de hand ligt het een analoog punt bij de ellipsoïde 
te zoeken; om die analogie tot stand te brengen, moeten 
echter de planimetrische eigenschappen anders geformuleerd 
worden; vaak komt men ook op onhandelbare hoogere 
machtsvergelijkingen, ten minste zoo ging het den schrijver 
van dit artikeltje; mogen anderen gelukkiger zijn ! 

Dat het punt in het platte vlak het kortste stuk raaklijn 
tusschen de twee assen geeft kan ook zóó uitgedrukt 
worden: de raaklijn in het punt van F heeft de eigenschap 
dat haar midden een minimum-afstand tot het middelpunt 
heeft; nu kan men voor de ruimte deze vraag stellen : op 
eene ellipsoïde dat punt te bepalen waarbij het zwaarte- 
punt van den driehoek, dien de hoofd-vlakken van het 
raakvlak in dat punt afsnijden, een minimum-afstand tot 
het middelpunt heeft. 

Zij de verg. der ellipsoïde: 


xn? 2 z2 

a? Er b? ie Cere L, 
en het gezochte punt (x,y, 2), dan is de verg. van het 
raakvlak in dat punt: 


DOO eN 
ark 


en dus worden de volgende stukken van de assen af gesneden 
ai be (in 
En n en 
OOR 8) z 
de coördinaten van het zwaartepunt zijn derhalve 
lg er bn 
3u’ 3y 82 
en de afstand van het zwaartepunt tot het middelpunt 


p) 
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1 OE Ge At re 

Vlet nelt bin 
moet nu een minimum zijn, terwijl @, y en z verbonden 
zijn door de verg. der ellipsoïde, De bepaling van het 
minimum levert geen bezwaar; wil men differentiaal-reke- 
ning vermijden, dan kan men beginnen met z als bepaald 
te beschouwen. Men vindt: 

a3 5 b3 f c3 

Tabee’ 9 Tarte ST arbre 

De coördinaten vertoonen dus analogie met die voor het 
punt in ’t platte vlak gevonden. 

De stukken van de assen afgesneden, zijn: 

Va (a db Ho), V[b (a Hb + 0)}, V[e (a +b + o)}. 

De afstand van het zwaartepunt tot het middelpunt is 
t(ad-bd-c), of het gemiddelde van de assen, juist als in 
het platte vlak. 

Daar in het afgesneden tetraëder drie ribben die in één 
punt samenkomen loodrecht op elkaar staan, en de zwaarte- 
lijn uit dat punt minimum is, is ook in het schuine vlak 
(het raakvlak) de som van de kwadraten der ribben mini- 
mum. 

In het platte vlak had de normaal van ons punt de 
eigenschap van te hebben een maximum-afstand tot het 
middelpunt: het daareven bepaalde punt op de ellipsoïde 
mist deze eigenschap. Immers, iedere normaal en de 
loodlijn daarop uit het middelpunt neergelaten bepalen een 
vlak dat het lichaam snijdt volgens een ellips, concentrisch 
met het lichaam, en waarin de normaal normaal blijft; nu 
vonden we voor den minimum-afstand in het platte vlak 
het verschil der twee assen, en ’t grootst mogelijk verschil 
komt voor bij de hoofddoorsnede met de assen a en c;*) 
dit sluit natuurlijk het bestaan van een relatief maximum 
voor een ander punt niet uit. 

Zooals bekend is zijn in de tweedegraads-oppervlakken 
evenwijdige doorsneden gelijkvormig; nu hebben de # en 
de y van het op de ellipsoïde bepaalde punt dezelfde ver- 
houding als die van het punt op de ellips, derhalve is het 


L° 


1) Hierbij is aangenomen dat b tusschen a en ec inligt, 
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punt op de ellipsoïde punt van Fagnano in de drie door- 
sneden evenwijdig met de hoofdvlakken; bovendien zijn 
de doorgangen van het raakvlak met de 8 hoofdvlakken 
evenwijdig met de kortste raaklijnen in die vlakken. 

Daaruit, en uit het feit dat het punt van F. op de 
raaklijn isotomisch verwant is met het voetpunt der loodlijn 
uit het middelpunt neergelaten, volgt dat het raakpunt ín 
deu driehoek isotomisch verwant is met het hoogtepunt. 

In ’t platte vlak bleek dat de normaal van het punt van 
F. gaat door het vierde hoekpunt van den rechthoek, wiens 
andere hoekpunten zijn: het middelpunt en de punten 
waarin de raaklijn de twee assen snijdt; uit de projectie 
opbouwend vindt men een dergelijke eigenschap voor de 
normaal der ellipsoïde in het hier bedoelde punt. 

Gaan we ten slotte na hoe het punt der ellipsoïde den 
driehoek in het raakvlak verdeelt, d.w.z. hoe de lijnen, 
welke de hoekpunten met het punt verbinden, den drie- 
hoek verdeelen; daartoe hebben wij slechts na te gaan 
hoe dat punt de lijn verdeelt die een hoekpunt met dat 
punt verbindt, de lijn gemeten van af dat hoekpunt (b.v. 
dat op de z-as) tot haar snijpunt met de basis (dus hier 
met het vy-vlak); de z van het hoekpunt is 


=V[c (a +b +0); 


die van het punt 


C C 
=cVarsreTarpslelatbto): 


het onderste stuk der lijn is dus 


c 

TE, 
der geheele lijn, en daarom is de bijbehoorende driehoek 
hetzelfde deel van den geheelen; hieruit blijkt dat de 3 
deelen van den driehoek zich verhouden als de assen van 
de ellipsoïde; de stukken waarin het punt van F. zijn 
raaklijn verdeelt, verhouden zich eveneens als de assen. 
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Over de convergentie of divergentie van enkele 
maChtreeksen voor een pant op den omtrek van den 
Gonvergeulieciekel 


DOOR 
J.J. C. WESTENDORP, (Nijmegen) 


Wanneer men met behulp van een der convergentie- 
kenmerken heeft gevonden, dat een machtreeks conver- 
geert voor alle waarden van z, die voldoen aan 

zl <A, 
dan kan het onderzoek naar de convergentie op den om- 
trek van den convergentiecirkel vaak op eenvoudige wijze 


geschieden door de substitutie ge Het eerste voor- 
beeld zij de meetkundige reeks 


e®) 
Eni nk min ett 
0 
Deze convergeert voor alle punten binnen den cirkel 
Dey eld 
Voor de grens +1 divergeert ze, voor z=— 1 schom- 


melt ze tusschen eindige grenzen. De rest van den omtrek 
kan onderzocht worden door middel van de substitutie 
2= COS Jd Sin 4, 
waardoor te voorschijn treden de reeksen 
S=l cos 4 + cos 29 + GOS ZI... . … … (2) 
== sin 4 + sin 29 + sin 34 +... . . «. (8) 
De gelijktijdige convergentie van (2) en (3) is noodzake- 
lijk voor die van (1). Nu is 
_1—+sin4tnfeost(nJ- 1) 4 


nl sin } 6 
5 _ Sin $nósin $(n + 1)9 
n sin E 0 
De gevallen 4 = ka (k —=0, 1, ), die reeds besproken 


werden, buiten beschouwing le nadert noch ij bef 


noch E, tot een bepaalde eindige limiet. Beide uitdruk- 
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kingen slingeren tusschen eindige grenzen; dit is ook het 
geval met de som Sn El Hi, ma. w. een meetkundige 


reeks slingert op den geheelen omtrek van haar conver- 
gentiecirkel, terwijl ze voor (+ 1,0) divergeert. 

Is z,=at-ib een punt binnen den convergentiecirkel, 
dan kan men een deel buiten den cirkel in el convergen- 
tiegebied opnemen. Men heeft nl: 

1e UR d etl 1 
et TA en 2 2 
TE 


1 Zn (220)? 
Tr A 

Deze nieuwe meetkundige reeks convergeert binnen den 
cirkel (er — a)? + (y—b)? =(l—a)? +b?,. . . « (4) 
waarvan het middelpunt in z, ligt en de straal gelijk is 
aan den afstand van dit punt tot (1, 0). 

Doorloopt (a, b) den omtrek van den cirkel x? + y? =1, 
dan bestrijkt (4) een begrensd deel van het vlak, dat ver- 
kregen wordt door de enveloppe van (4) te bepalen. Deze 
enveloppe is de epicyecloïde | 

1? Hy? 1) =Al( + 1)? +9?) 
waarvan het keerpunt in (1,0) ligt, 

Het tweede voorbeeld zij 


ban beu kan EA AR AERAENND) 


De convergentiecirkel is x? + y? =l. 
De substitutie z= cos 4 + isin 4 voert tot de beide reeksen 
S=COss— LCOS HLC0S34. . . . . (6) 
RU de Sl Zoet Si le ee (7) 
De convergentie van (6) en (1) kan worden onderzocht 
met behulp van de toepassingen 4 en 5 op blz. 369—370 
van Lobatto (5e druk). Aldaar wordt bewezen, dat 


ror, COSI Hrs COSI...  . . « (8) 
he SI Oee BIN ZO jee eet nt 4 (0) 
convergeeren onder de voorwaarden | 
0, 
Po, F1 2 Enz. nemen monotoon af, VE, A 2 GEO) 
lim 7, =0, | 


terwijl voor (8)4#2 kr moet zijn (k=0, 1, 2, ... ». 
Wiskundig Tijdschrift Je Jaargang, 10 
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Substitueert men in (8) en (9) 9—+-m in plaats van 4, 
dan treden op de reeksen 
Ero—fiCOSAH rz COSI. Oe EE) 
rsind—r, sin 2de 
die nu convergeeren onder de voorwaarden (10), terwijl 
voor (11) 4#(2k +1) z moet zijn. 

Deze laatste voorwaarde is niet steeds noodzakelijk, 
zooals later zal blijken. 

Toepassing van (11) en (12) op (6) en (7) toont “aan, dat 
beide convergeeren voor alle waarden van 4, maar dat 
(6) voor het kritieke geval 6 = (2k + 1) z divergeert, waaruit 
blijkt, dat de reeks: 


z2 z3 zt 
1142) =z2— eee 
convergeert op den geheelen omtrek, met uitzondering 
van het punt (—1, 0). | 
Is z, =a Hib weer een punt binnen den convergentie- 
cirkel, dan kan men schrijven 


Ul) ll +20) HUL Hf el an 


Zi Zo eN 
OEE TE TAL) TSE 
Het convergentiegebied ligt nu binnen den cirkel 
(a — a)? +(y —b) =(l Ha)? + b?, 
waarvan de enveloppe in de onderstelling, dat (a, b) den 
cirkelomtrek «° + y* =1 doorloopt, is de epicycloïde 
(br Geen tn ien 
waarvan het keerpunt in (— 1,0) liet. 
Áls HEEN VOORDE kan dienen: 
1D LRL 


an uee 
De convergentiecirkel is weer «? Jy? =l. 
De substitutie z=cos4J-ising geeft de reeksen: 
GOS 6 + 5.tCOS STH... ER en 
sin 4 4.1 sin 394... EN 


In de eerste plaats moet aangetoond worden, dat de 
_ coëfficient van den algemeenen term nul tot limiet heeft. 
Nu is het omgekeerde van die Ee 


AHDUFDAHD (14 greg) (2n +1) 
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dus grooter dan (on En ERE. si): 
De reeks tusschen haakjes divergeert, zoodat de coëöffi- 
ciënten in (14) en (15) voldoen aan de voorwaarden (10). 
Ten tweede moet onderzocht worden de convergentie 
van de reeksen: 
11 CONGO DA 1 COS DIe. 0 +. (16) 
r, sind + rz COS 36 Hr; sin be +... . … … (17) 
Het bewijs is analoog met dat van (8) en (9), het resul- 
taat hetzelfde. Voor 4—=kzr(k=—=0,1,2...) kan (16) diver- 
geeren; een afzonderlijk onderzoek moet hier beslissen. 
Nu is voor ó=kza (14) convergent, daar toch 


6 (A, 

lim 7 B 
de En | ú 

Ten slotte blijkt dus, dat (14) en (15) convergeeren voor 

alle waarden van 4, dus (13) op den geheelen omtrek van 


den convergentiecirkel, 


De reeks: 
27 zn zon 
de ee TE (n geheel en positief) . . (18) 


is een merkwaardige. Op den omtrek van den conver- 
gentiecirkel gedraagt ze zich als volgt: 

Construeert men in den cirkel #?° +4? =l een regel- 
matigen n-hoek met een hoekpunt in (+ 1, 0) dan divergeert 
(18) voor de hoekpunten van dezen n-hoek, en convergeert 
voor de overige punten van den omtrek. 


Na de substitutie Bt moeten onderzocht worden de 


reeksen : 
COS 14 + 4 GOS 2nb + LCOS Ind +... eren (10) 


sin nô + 4 sin 2n9 + 4 sin no +... RE U) 
Door vergelijking met (8) blijkt, dat (19) divergeert voor 
Bik of A= Ze en convergeert voor de overige 
waarden van 4; en hiermede is het gestelde bewezen, 
Hetzelfde onderzoek toegepast op de reeks 


ZZE 
EEE ris Thicke 
toont aan, dat ze convergeert voor den geheelen omtrek, 
metuitzondering van #=0f y=tl, 
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LInféoration de Vé alion diiiérentielle 


Pil ier ene y 
Sta, Beed ani tay=t@) 
„U 


PAR 


G. KREDIET, (Rotterdam). 


1. Pour diminuer l'ordre de Yéquation différentielle, 
à coefficients constants, 


Pra Er 
da” er 1 Sd en 0 ed! 7 ‚J 
je pose 
dy 
TE Hay =Yi . LJ . . . . . . (2) 
dx 


Nous aurons alors, en différentiant (m2 — 1) fois, 
dare tn 


da” dl gel ; 
Multiplions ces équations par b 7,6, _59,:…-b, et Let 


1 


additionnons les Ker nous aurons: 


Fi dn 
atten (by Hb) 
dax” 
RE m br) Hebt 
d Yi da” 2 dy, 
eed Tb, mo 7 Renden de Ea De Ji 


Le premier membre de cette équation sera identique à 
celle de (1),-si l'on a 
Oi =D 
a, == ah - bs 
et ainsi de suite, 
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Posons 


err" Hart Hart Stan arta, « G) 


Les conditions que nous venons de trouver seront remplies, 
si p(r) est divisible par 7» Ja, et que le quotient soit 
ml m2 m8 
x EO + bar An en Dal | 
c'est à dire: sì —a, est une racine de l’équation w (r) = 0. 
L'équation (1) se transforme et devient: 
de 


9 
d 
ee det Ont 0 
L 


—l 


Posons de nouveau Hi 
en F44Y1 Yr 


En traitant cette équation comme nous avons traité 
Yéquation (2) nous pouvons constater que le premier membre 
de (4) devient fonction de y,, et de y, seul, si —a, est 
encore racine de  (r)= 0. 


Nous concluons que, si —a«,, — 4, — 43 ,.+.,— 4, SONt 


les racines de o(r)=0, nous aurons les m équations 
différentielles du premier ordre: 


d 
che We dt 


de 
eet Mis 


d 
de + As Ye =Y3 
jusq u’à Ë ES 
Un —2 
da sij Kl Im—2 Iml 
et la dernière devient: 
dy 1 


dx 1 In —1 =f(@) | 


Si nous savons intégrer cette dernière équation, nous 
pourrons intégrer toutes les autres d'une manière analogue. 
Chaque nouvelle intégration donnera une constante arbi- 
traire et quand nous aurons calculé y, nous aurons m 
constantes arbitraires dans le résultat, c. à. d, nous aurons 
Yintégrale générale de Yéquation (1). 


2. L'équation 


der 2=f@) en 
peut être integrée en posant 
XL 
z=ue Te 
dans laquelle wu est fonction de «. Elle kante 
dz En —ar du 


Teng Je BER 
Substitué dans (6), nous trouvons 


ae f@) 
dont nous tirons: 
en Ct fe” f@)ax ES 
et alors: 
zhe dede food 


Il ne faut pas ajouter une constante à lintégrale de 
éguation (9). 
3. Il y a trois cas remarquables. 


—— 4 


1°. Posons foe 
Alors nous aurons 


—a 
u—=Cd- |” zoe A: 


(a—a ) 
ut Efe Var 
at 1 (aa) 
aen Ge 
et cela donne 
U 
Sen PES Gre et 


de 
Comme les constantes C. sont choisis arbitrairement, 


les constantes 5 sont arbitraires aussi et on peut 
écrire 


ZO Oe 
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Il se peut pourtant qu'un des constantes «. soit égale 
à a, et cela veut dire que l'équation p(r) =0 a des racines 
multiples. Dans ce cas l'équation (lla) donnera 
(aa) 

da 


u=0tfC, det [Oje 


Nous en tirons 


dea Cene tv (19) 


OA Oner (har antlise). … . … (14) 
Elle donne: 


u=C HC, fAHartasrt da 
donc 

z=Ce (1 aad br? Herst). … . « (15) 
dans laquelle les constantes a, b, c ..……. sont posées pour 


GC, Gas etc. 


sheik De 
Dans le cas que dans l'équation (14) fussent encore des 
—d .L 
termes X Ce Á ‚nous aurions dans (15) des termes ana- 


logues. 


=d A 
80. fa)=Cte | AtHamtaa?t.……… TEER (10) 
Maintenant nous avons 
(a—a a 
ut [C, ear dar en de 


L’intégration donne 


1 (aa) a, (aa) 
Wens bata, Ce Tae Ce hal 

a, (a—a,) a (aa) © 
ACER C, Ch ned 

) d 
Ja (aa ja 2a (aa) on 
ze ad E Ce zj ze Ce + 
c'est à dire 


u HC; TP (a Hb Heat +) 


* 
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Nous en tirons: 
UL Tet L 
BEE nlet: (a + ba + Cea? +.) . … (11) 


4. Posons en premier lieu que dans l'équation (1) le 
second membre soit nul. 

Si Yéquation » (7) =0 n'a pas de racines multiples, Ee 
tégration des équations (5) nous donne, en vertu de ce que 
nous avons demontré, 

i=m mn © 


y= ENC eni 
tl 
Si Yéquation we (r)=0a des racines multiples, par exemple 
A Ek 


£ | 
alors ces racines donnent dans Yintégrale générale la terme 


OPP ( 1 Hand asn? d.d dt ar) 
tandis que les racines non-multiples donnent des termes 
A. 
d 
Ce 


En général nous aurons 
TE 


aL 
Pro ene e (ia taet dn). (19) 


5. Posons en second lieu f(x) #0 
Nous aurons 


Mm ne An al Kn E 
Yn C, € He | e *_f(@) de 


ee L 
ml 


ene 
Sn Oe 5 zi En 5 


is oml bte. % f(x) dn* 


A © 
m2 


mnl Te 
Ini ese 2 & a EN en Ee, & ch 
LE Amana jer (ae EE 
ER md |e mm ml |e ml m |e mm f(x) de? 


et ainsi de suite. 

Les premiers termes subiront les changements, que nous 
avons demontrés dans la paragraphe (4), sil y a des 
racines multiples pour Y'équation @(r)=0. L’intégrale 
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multiple qu'il faut ajouter à l'équation (19) pour avoir 
Yintégrale générale de (1) sera dans tous les cas: 


emee 


(ag )e «rt 
Ee Ad 4e (20) 
Il n'est pas nécessaire d’ajouter une constante. 


6. Pour simplifier X nous pourrons intégrer par parties. 
Nous avons: 


EI) 
fe" OM fe" f@Oamt= X 
bnl Pm 
RE ID ad ek 
ar ml m |e m ltd 1 je” ee 
vr 
Alors 
ke nn ef CE nd EN 
|e m2 m—l | m—l mm | nm El) a 


EE on 5 Í m2 TEN an) De Í 7 f(a) he 


(EN oe a 
di Een 1 2 B m2 m |e 7 Anet 


(a Temes ERE 
1 Ee dan En 2 “m—l jes 1 Fan 


5 é he 1 |e m2 Elorde 


n—2 mm m2 
Si nous nous bornons à trois racines inégales alors nous 


ed 
devons encore multiplier par e et nous aurons 


1 1 


Er POE 
k 


X =DE 


Rr DE 
ed | 


Si toutes les racines de pu) =0 sont inégales la formule 
(20) donne un résultat analogue à (21). Comme le dénu- 
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ree A.A 
mérateur du coefficient dee ® [ e“ f(r)dr est égal à 


pa); il s’ensuit que 


A le 


1 d d 
K=Egagt Je roa 
et en ce cas, nous aurons pour lintégrale générale de (1): 
rs | 1 ar 


7. Si nous nous bornons au cas que l'équation op (1) =0, 
soit du troisième degrè et qu’elle ait une racine triple 
nous aurons pour calculer ce que devient X: 


x=e “|1 |: | “raa? 
Nous en tirons, en intégrant deux fois par parties: 


—_ AT | 


X=ie 2°/| 2° rama 2 | “ordt 
| +fe wf) de | 


Changeons, sous le signe des intégrales, # en z et prenons 
les limites & et &,, alors nous aurons : 


Ne 


mol 


x et 4 
zl Afar fe. zede fe zr de 
c'est à dire: 


16, 
X=te 77 | (a—2?.e* f(2) de 
%o 


et lintégrale générale sera: 


16 
y=Ce “(laat ba)te [ (a—z)te“f(2de (23) 


0 
Si Yon avait en outre «a =0, c.àd. si Yéquation (1) se 


3 
reduisait à Ef (x), notre résultat serait le résultat 


connu ; dj 


y= Har} brt) H 4 [la—)® fe) a 


%o 
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Le lecteur remarquera que nous n’avons pas fait usage 
d’un changement insensible des coefficients de l’équation (1) 
et c'est pourquoi nous croyons notre démonstration supé- 
rieure à celles qu'on donne ordinairement. 


Blmentaie hewijs voor het binomium van Newton. 


Om de reeks 
od DA DNO 3.4.D.6.1 H.H 
HE (n—5)(n — 4) (n — 3) (n — 2) (n — 1) 
te sommeeren, kan men aldus handelen : 
1.2.3,4.542.3.4.5.6=4[2.3.4.5.6.7). 
Dit blijkt Ree Nu is 


IRO EB ADG 304056 
=(2-8)3.4.5.6.T=X3.4.5.6.1.8. 

1.2.3.4.542.3.4,5.63.4.5.6.1H4.5.6.1.8= 
—(G0456.7.8 EA D0 TB 


SERA 
en ZOO voortgaande blijkt de som der bedoelde reeks te zijn : 
F(n—5)(n —3) (n —3) (n —2) (n — In. 
Op geheel analoge wijze bewijst men: 
ROD dd el 0-1 


e+ 

Ea ee p)m—pHin—p2).. …an—l)= 
mee een 2) er IN 
Nu is te stellen: 


An Bo Ot 
Hiervoor wordt: 
(1 ol =1 (AFI) 2 + (BHA) #2 + (CHB) 03 4... 
Wij zien hieruit: 
als de exponent met 1 toeneemt, dan neemt ook de 
coëfficient van «@ met 1 toe; daarom is deze: 
14-1414... l==n, dus A=n—l 
dan neemt de coëff. van #? met A toe. Daarom is zij 


(PAER et 
dan neemt de coëff. van «? met B toe. Zij is dus 


olde An ene (n= 
De nl nn At: o=@—3) (n —2) (n —1) 


dan neemt de coëff. van «&f met C toe. Zij is dus 


Sal: WEA en NSE A (03) (12) (a) = 


EE ASC B 
Rotterdam. C. KREDIET. 
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Nieuwe halpmiddelen voor het Onderwijs 


Kinodiaphragmatische Projiektionsapparate. 

Onder dezen naam wordt door de firma K. F. Koehler 
in Leipzig een toestel in den handel gebracht, ontworpen 
door Dr. E. Papperitz, te Freiburg i, Sa, dat afbeeldingen 
in de ruimte geeft van lichamen en doorsneden. 

De ontwerper voert dit „teekenen in de ruimte” uit met 
behulp van elkander snijdende lichtbundels en draaiende 
draadmodellen, welke het licht meer of minder terug- 
kaatsen of doorlaten. 

Voor afbeelding van kromme lijnen in de ruimte en 
doorsneden van oppervlakken was men tot nu toe aange- 
wezen op projecties, waarvoor soms modellen in de plaats 
konden treden. 

Doch een projectie zoowel als een model geeft slechts 
een enkelen vorm van een kromme lijn, die door continue 
verandering verschillende vormen kan aannemen. 

Daartegenover hebben de lichtfiguren het groote voor- 
deel, dat men continue verandering kan doen plaats hebben. 

Bij het projecteeren van lantaarnplaatjes heeft men 
noodig: een lichtbron, een vooraf vervaardigd plaatje, en 
een scherm, waarop het beeld wordt opgevangen. 

Bij de nieuwe toestellen worden in sommige gevallen 
ook plaatjes gebruikt, om lichtkegels van verschillenden 
vorm te verkrijgen, maar ook wordt zonder plaaties gewerkt, 
doch men gebruikt dan twee of meer achter elkander ge- 
plaatste schermen, die slechts licht doorlaten ter plaatse, waar 
de doorzichtige plaatsen met elkander overeenstemmen. 
Of wel kan men modellen, die uit smalle staafjes zijn 
opgebouwd, voor de lichtbron laten bewegen (verschuiven of 
draaien). De ontwerper noemt ze „Lichtspleetmodellen”, 
of „lichtafsluitende modellen” of „diaphragma’s”. Zij kunnen 
vervaardigd zijn van metaal, hout, papier, gekleurd glas, enz. 

Zulke lichtspleetmodellen kunnen ook gebruikt worden 
in de plaats van een vlak scherm, Zij moeten dan met 
groote snelheid bewogen worden, zoodat men den indruk 
verkrijgt doorschijnende gebogen oppervlakken te zien, 
welke Dr. P. „schijn(bare)-oppervlakken” noemt. 
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Laat men op zulk een oppervlak een lichtkegel vallen, 
dan wordt een deel van de stralen doorgelaten, een ander 


Schaduwbeelden op een schijnkegel. Schaduwbeelden op een hyperboloïde. 
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deel teruggekaatst. Daardoor verkrijgt men verschillende 
doorsneden, die door verplaatsing van de lichtbron of 
van het schijnoppervlak continu kunnen worden veranderd. _ 


Lichtprojecties. 


Lichtproj ectie. 


Lichtprojectie op een bol. 
| Kromme lijn op een hyperboloïde, 


1o9 


In plaats van een lichtkegel kan men ook een schaduw- 
kegel gebruiken. 

De „teekeningen in de ruimte” kunnen van alle zijden 
bekeken worden, en desgewenscht gefotografeerd. 

De diaphragma’s kunnen glazen platen zijn, waarop een 
kromme lijn is afgeteekend, die als richtlijn dient voor 
een lichtkegel; een doorzichtige lijn op zwarten grond 
werkt beter dan een ondoorzichtige lijn op een doorzich- 
tigen grond. 


Twee kromme lijnen van de 4e orde, Zes hyperbolen. 


Door den lichtkegel op te vangen op een vlak scherm, 
dat verschillende standen kan aannemen, verkrijgt men 
verschillende vlakke doorsneden. Dit is echter bij de 
nieuwe wijze van projecteeren slechts een bijzaak. 

Dat de verschillende vormen van de schaduw van een 
lichaam ook gemakkelijk kunnen worden verkregen, be- 
hoeft geen betoog 

Iets bijzonders treedt op bij het schaduwbeeld van een 
draaiende lichtspleetfiguur; er komen dan lichte kromme 
lijnen te voorschijn. Er zijn blijkbaar punten, waar het 
licht niet wordt onderschept. Op het oppervlak zelve 
neemt men de punten ook flauw waar. Dr. P. noemt de 
kromme lijnen, die ze vormen, „Durchblickkurven”. Men 
ziet ze, omdat de achtergrond er door heen schijnt. 

Als schijnoppervlakken kunnen slechts oppervlakken 
dienen, die zich zelf dekken; bij voorkeur omwentelings- 
oppervlakken. 

Platte vlakken en schroefoppervlakken zijn uit mecha- 
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nisch oogpunt (dat hier natuurlijk een groote rol speelt) 
minder aan te bevelen. 

Zooals reeds gezegd is, kan men de lichtspleetmodellen 
ook gebruiken om lichtkegels van bijzonderen vorm door 
te laten. Bijv. kan men door het licht te taten gaan door 
een draaiende hyperboloïde, op een vlak scherm verschil 
lende vormen van kegelsneden verkrijgen. 

Omdat een blanke draad licht weerkaatst, verkrijgt men 
op een schijnoppervlak „lichtglanslijnen”. die zich scherp 
afteekenen tegen het oppervlak. 


Lichtglanslijn op een tore. 


De verschillende toestellen worden uitsluitend vervaar- 
digd door de fiirma Heinrich Ernemann in Dresden. 
Bestellingen worden uitsluitend uitgevoerd door de firma 
Craz en Gerlach in Freiberg i. Sa. voor Duitschland, en de 
firma K. F. Koehler in Leipzig voor andere landen. 

De prijs van de toestellen is: 

À. voor middelbare scholen, (op welke in Duitschland 

ook de kegelsneden behandeld worden) 250 Mark 

B. voor technische scholen D50-, 

C. 5 hoogescholen en 

universiteiten 900 „ 
plus verpakking en vracht. 
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Kleinere Mededelingen 


DOOR 
F. J. VAES, (Rotterdam). 


1. Een nog niet bewezen eigenschap van getallen. 


De nog niet bewezen eigenschap, dat elk even getal de 
som is van twee priemgetallen, kan ook gebracht worden 
in den vorm, dat het altijd mogelijk is twee priemgetallen 
aan te wijzen van den vorm: 

g—aenga, 
waarbij g een willekeurig getal voorstelt. Want: 
20=71 +13; 1=10—3, 13 =10 +3; 

g en a moeten onderling ondeelbaar zijn. 


Ze De diagonalen van een koordenvierhoek. 


Het is zeer eigenaardig, dat, als eenmaal uit gelijkvormige 
driehoeken (EBC en EAD) gevonden is: 
On et re rl ae 

geen gebruik meer gemaakt 

wordt van die gelijkvormigheid, 

maar steeds de betrekking (1) 

wordt toegepast. 

Bij de berekening van de ver- 
houding der diagonalen neemt 
men dan zijn toevlucht tot een 
hulpmiddel, bijv. door den straal 
van den omgeschreven cirkel 
voor elk der driehoeken ABC 
enz. uit te drukken, 

of door twee zijden, zooals 

AB en BC, van plaats te doen verwisselen, of misschien 
nog andere. 

Toch voert het gebruik van de gelijkvormigheid spoedig 
tot het doel, terwijl tevens betrekkingen te voorschijn 
komen, die meermalen van nut kunnen zijn. 

Uit de figuur ziet men: 

Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 11 


pl 
waaruit 2%, en daarom ook Ek Se 
2 
zoodat : A OE 


wat ook gevonden wordt door de oppervlakken der drie- 
hoeken ADE en BEC te vergelijken. 


Uit (2) volgt ook rp NT 
c Fr EC 
Omdat den ook sq is sir 
en evenzoo : =p 5 ER 
Uit (2) volgt eveneens: 
str=p Ei, en daarom ook str=g SED Rd, 
Schrijft men hiervoor : 
eh tet «© 
A cd Jab’ Emek Ted ab enk 
dan volgt door optellen: 
_g ade 
GEEN KE ed ER 
waarin d, en d, de diagonalen voorstellen. 
Ook vindt men: 
HE COD ed —db 
s—r=p dt s—r be (10) 
ad+be 
waaruit p — q =(s— —r) <5 Ee pq == (s—r) ES. (LL) 
dus in verband met Ri sj 
ad + be ad + be 
Gr dhr an ed 
gerech db 
ai s—r cd—ab be 
waaruit gis dr) =ed: (ed + ab), 
ab 


cd 
UUSrs en nee en daarom ook =d EE 


ad be 
radeln te (8) 
| bed bed 
Daardoor is pg =d,’ ad apr te=de? 0 HB ‚ (14) 
Men kan (6) ook schrijven: 

AAD CME BE ATABC: E 
SM naBteb dln ADC. 15) 

À ‚_‚,dsinDAC ‚_  bsin ACB 

B STP gsinCAB' £ T PI esin ACD 
of s? BL EH (16) 

lon ho 


als h‚ en h, de loodlijnen zijn uit B en D, neergelaten op 


diagonaal AC. Deze uitdrukkingen volgen ook dadelijk 
uit (1). 

Verschillende van deze uitkomsten zijn gemakkelijk in 
woorden te brengen en te onthouden. 


3. Werking van een kracht op een lichaam. 


1. Men spreekt dikwijls over een enkele kracht, ter wijl 
er in werkelijkheid een groot aantal kleinere zijn. Wie 
een lichaam voorttrekt aan een touw, grijpt dit in een zeer 
groot aantal punten tegelijk aan — het is de wrijving die 
het doorschieten belet, en die zelve optreedt als gevolg 
van den druk van de hand. Het touw is niet in een enkel 
punt van het lichaam bevestigd, maar raakt dit in een zeer 
groot aantal punten aan. Is het touw vastgeknoopt of ge- 
splitst, dan is het weder de wrijving, die een rol speelt. 

Het touw trekt dan niet aan, maar drukt op het lichaam. 

Wordt een staaf door het lichaam gestoken en voorzien 
van een dwarsstaafje (spie), dan zal, als men aan de staaf 
trekt, deze drukken op de spie, en de spie weder drukken 
op het lichaam. 

Wordt op de staaf een moer aangebracht, dan drukt 
deze op het lichaam, terwijl de wrijving langs den schroef- 
draad het terugloopen belet. 

De wrijvingsweerstand zelve is niets anders dan de 
resultante van een aantal drukkingen. 

Hoe de krachten, die de hand uitoefent, door touw of 


164 


staaf worden overgebracht naar het lichaam, is- geheel 
onbekend. 

Men onderstelt, dat elk deeltje van een lichaam wordt 
aangetrokken door de in de nabijheid gelegen deeltjes. 

Zoodra nu een deeltje door een uitwendige kracht een 
verplaatsing ondergaat, neemt het de omringende deeltjes 
mede; deze nemen weder andere mede, enz. Dat mede- 
nemen geschiedt echter niet zonder vergrooting van afstand 
(bij trek, en verkleining bij druk); er is een zekere tijd 
noodig om alle deeltjes te verplaatsen, en de spanning die 
optreedt plant zich dus voort door touw of stang. 

Wat men spanning noemt is feitelijk een verandering 
van de onderlinge aantrekking der achtereenvolgende 
lagen. 

2. Wanneer men een gasslang uitrekt, ziet men ze in 
het midden dunner worden. Dit geschiedt ook met andere 
materialen, bijv. met staven van ijzer. De deeltjes ver- 
wijderen zich dus van elkander in de lengterichting, maar 
naderen tot elkander in de dwarsrichting. De overbren- 
ging van een kracht is bijgevolg niet zeer eenvoudig te 
beschrijven; in geen geval mag men zich een touw, slang 
of staaf voorstellen als een enkele rij deeltjes, waarlangs 
de kracht regelmatig verder gaat. 

5. Hoe de hand in staat is druk uit te oefenen, is on- 
bekend; men onderstelt dat ten gevolge van den wil een 
aantal spieren zich samentrekken of ontspannen. 

Alles samenvattend, komt men tot het besluit, dat er 
geen trekkende krachten zijn, maar alleen drukkende, be- 
houdens spierwerking en onderlinge aantrekking van 
lichamen of deeltjes er van. Volgens een recente theorie 
wordt deze aantrekking ook beschouwd als een druk, ver- 
oorzaakt door den ether, die de wereldruimte vult. 

Wanneer dus over trekken gesproken wordt, gebruikt 
men een uitdrukking, die niet te rechtvaardigen is, maar 
die gemak oplevert, omdat ze lange omschrijvingen doet 
vermijden. 


4. Een technisch vraagstuk. 


Over een water van 7 M breedte moest een brug ABCD 
worden gelegd voor een stoomtramlijn. Door den plaat- 
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selijken toestand was men genoodzaakt de lijn in een bocht 
met straal R=50 M te doen loopen, welke moest beginnen 
in een punt L, zoodanig gelegen, dat de raaklijn LI, ge- 
meten tot aan den eenen kant van het water, een lengte 
6,40 M had en een hoek «=58° 10’ met dien kant maakte. 


Met het oog op de constructie wenschte men de brug 
een breedte c=3,90 M te geven en stelde als eisch, dat 
de afstand EF =p van den boog tot de zijde BC even groot 
zou zijn als de afstanden AK en DP. 

Probeeren op een teekening, hoe de rechthoek moest 
worden gelegd, gat geen resultaat, dat voldoende nauw- 
keurig was, en dus werd de vraag gesteld of met behulp 
van analytische meetkunde de juiste lengte van de brug, 
de plaats der punten A en C, en de richting kon worden 
bepaald. Dit gaf echter een flink aantal vergelijkingen ; 
om lange berekeningen te vermijden gaf schr. daarom den 
voorkeur aan de benaderingsmethode, die hier volgt. 

Vooreerst werd de afstand van het middelpunt tot den 
kant van het water bepaald uit de vergelijking : 

MN = ML sina 

— 50 cos 53° 10/ — 6,4 sin 53° 10’, waaruit 
MN =24,85: dus 
MS = 17,85. 
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De pijl FG =d van den boog KP is te berekenen uit 
1 =d(2R—d), als 2! de lengte van de brug is. 
Voorloopig werd / geschat op 10 M en werd 
di dus 0,25 M genomen, 
waaruit volgde: Dek est 

De lijn MN werd gekozen als Y-as, een lijn door M- 
evenwijdig met met den waterkant als X-as. 

De coördinaten van A werden «,‚ en y,‚, die van C 
Le en Ya Zenoemd; hierbij 18 y, ==4405 On ven 

De lijnen MA en MC maken hoeken met de X-as, waar- 
nn res Le Die hoeken zij 
BOE sE dn 
dus ongeveer 30° resp. 21°. 

Er werd nu aangenomen, dat de lijn ME, die door de 
middens H en EÉ van de lengtezijden van den brug en het 
midden F van den boog loopt, een hoek wv =25° met den 
kant maakt, d.i. ongeveer het gemiddelde van 30° en 21°. 

Was dit is dan zou men «#, en «‚, kunnen vinden uit: 

Ly COSP Hy, sinp = MH; dus 50 + 1,85 — 3,90 of 41,95 (1) 


van de sinus ongeveer is: 


en @;Ccosp + yssinp=ME; … 50 F1,83 of SLS 
Wanneer men daarmede berekende: 

AH =y,COSP =S 

en Cli=@, SIN Pp — Ys GOSP 


dan zou men gelijke waarden moeten vinden. 
Verg: {l)en.(2).geven: arl 90 en Es Aid 
en daarmede volgde uit (3) en (4): 
A0 ien nd 
Er is dus een verschil; door een blik op de figuur ziet 
men, dat dit verschil minder zal worden, wanneer men 
po grooter neemt. 
Stelt men de uitdrukkingen voor AH en CE aan elkander 
gelijk; dus: 
Yreosp— a, sinp = A; SinP — Ys COSP, 
dan volgt daaruit: 
res 
Seok soor ns ee en (5) 
42,70 
47765 +41 On 


dus: 
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Met behulp daarvan kunnen weder #, en x, worden 
berekend uit (1) en (2), nl.: 
a ál ble ents 49,05: 
waardoor uit (8) en (4): 
AH ==446, ten=CE == 5,06 


en uit (5): p= on, 
dus: Ps e)el 130, 


Hiermede doorwerkend vindt men opnieuw: 
Mr dao mei His 49,02 
ASA 19, ven CE ==: 4:80, 

Gelet op de onnauwkeurigheden, ingevoerd bij het ge- 
bruik van logarithmen, kon deze uitkomst voorloopig als 
voldoende worden aangenomen. 

Men kon dus de bruglengte voorloopig aannemen te zijn 
2 X480 M. Daaruit was dan met meer nauwkeurigheid 
d te berekenen; immers uit {? =d(2R—d) volgt: 

d= R— 1 (R?—!°) 
— 50 — 1 (2500 — 23,04) 
— 50 — V2416,96 
hl dus n= t845. 
ME =51,845, MH == 47,945. 

Werkt men verder met log. in 7 dee, dan vindt men: 
MN = 24852, NS == 17852, tg p= Gin, == 250 IVB 
Verder: Hr 41,285 10, == 48,906) 

AH —=4,838, CE —= 4,895, 
OT p= 250 W 12/5. 
Daarmede : Lr Olt 45010: 
AH —=4,195, CE — 4,195. 

Dus moest de bruglengte 2 X 4,795 =9,59 M genomen 
worden, onder een hoek 25° 20’ 12/5, terwijl p =1,4845 
moest zijn. 


tg p= 


5, Is de naam „Eulersche lichamen” in het algemeen 
bruikbaar ? 


Dat door een kleine verandering van een „Eulersch 
lichaam” ‘een „niet Eulersch” kan worden gemaakt, en 
omgekeerd, blijkt uit het volgende. 
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Wanneer men een viervlak plaatst tegen een kubus, 
zoodat een driehoekig vlak geheel valt binnen een vier- 
kant, dan voldoet het samenstel niet aan de wet van 
Euler. Want door de toevoeging van het viervlak is Z 
toegenomen met 3, H met 4 en R met 6. Brengt men 
echter één hoekpunt van het viervlak in een hoekpunt 
van den kubus, dan neemt H slechts met 3 toe, en de 
wet van Euler geldt. 

Plaatst men bovendien één der ribben langs een der 
kubusribben, dan neemt Z toe met 3, H met 3, R met 5, 
_ zoodat de wet niet geldt. 

Zijn echter de samenvallende ribben evenlang, dan 
neemt Z toe met 3, H met 2, R met 5, zoodat de wet 
weder doorgaat. 

Is het viervlak recht, zoodat men een der ribben kan 
doen vallen in het verlengde eener kubusribbe, dan neemt 
ZL toe met 3, H met 3, en R met 5, en de wet geldt niet. 

Valt bovendien een andere ribbe op een der kubusribben, 
dan neemt Z toe met 2, H met 3, R met 4, en de wet geldt 
niet, tenzij de samenvallende ribben evenlang zijn, want 
dan neemt Z met 2 toe, H met 2 en R met 4. 

Is het viervlak rechthoekig, en vallen twee ribben op 
twee kubusribben, dan is 4 met 1 toegenomen, H met 2, 
en R met 3, zoodat de wet weder doorgaat, tenzij één of 
beide der samenvallende ribben evenlang zijn als de kubus- 
ribbe, want dan neemt H slechts met 1 of 0 toe. 

Heeft een der zijvlakken een rechten hoek, en legt men 
dezen op een hoek van een kubuszijvlak, dan is de toename 
van Z, H en R, 3, 3 en 4, zoodat de wet niet doorgaat, 
tenzij beide samenvallende ribben evenlang zijn als de 
kubusribbe. 

De naam „Eulersche lichamen” gebruike men daarom 
liever niet voor samenstellingen van lichamen. 


6. Vijfhoek, halfregelmatig lichaam, twaalfvlak. 


a. Denk een regelmatige vijfzijdige piramide, waarvan 
de opstaande zijvlakken een tophoek van 36° bevatten, 
zoodat bij het neerslaan op het grondvlak de opstaande 
zijden ervan komen te vallen langs de diagonalen van 
den vijfhoek. 
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Denk een dergelijke evengroote piramide tegen de 
eerste geplaatst, zoodanig dat de grondvlakken elkander 
volkomen bedekken, en daarna een der twee om de 
hoogtelijn 36° gedraaid. De twee grondvlakken projec- 
teeren zich dan als in de figuur aangegeven. 


EN Wanneer van elk der twee pira- 
pk 


miden de opstaande zijvlakken ver- 
lengd worden, dan snijdt elk ver- 
lengd vlak van de andere piramide 
een stuk af‚ en er blijft een half- 


AS 


4 


7} 
// 


Z/ 


E SN regelmatig lichaam van de 2e soort 
Sf over, begrensd door pijlvierhoeken. 
Se Van zulk een grensvlak is de 


kleinste diagonaal een zijde van een 
der oorspronkelijke vijfhoeken. 

Laat men alle grensvlakken draaien om hun kleinste 
diagonaal tot hun vlakken samenvallen met dat van de 
oorspronkelijke vijfhoeken, dan verkrijgt men dezelfde 
figuur als eerst. 

b. Door het aanbrengen van twee vlakken, loodrecht 
op de as van het lichaam, kan men daaruit een regelma- 
tig twaalfvlak verkrijgen. 

c. De van de piramiden afgesneden stukken zijn vier- 
vlakken begrensd door de twee soorten driehoeken, die 
bij de verdeeling in wmr een rol spelen. 


Jin Kogelstapels. 

Gewoonlijk wordt het aantal kogels in een stapel be- 
rekend met behulp van reeksen van hoogere orde. Men 
kan echter een anderen weg inslaan, die zeer spoedig de 
verlangde uitkomsten geeft, en tevens duidelijk de betee- 
kenis doet uitkomen van de verschillende termen, waaruit 
de uitkomst bestaat. 


a. Driehoekige stape!. 
Wanneer kogels in een driehoek zijn gelegd (fig. 1), dan 


o o ooo0o0 kan men ze verschuiven, 
oo oo oooo zooals fig. 2 aangeeft, 
SL 8 5 8 o 5 5 d ä en dan is dadelijk te 
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. zien, dat het aantal ko- 


gels in verband staat 
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met het aantal, dat in een vierkant bevat is (fig. 3). Het aan- 
tal in den driehoek is niet de helft van dat in het vierkant, 
want de diagonaal van het vierkant deelt alle kogels in 
de schuine zijde van den rechthoekigen driehoek middendoor. 

Dit komt ook zeer duidelijk uit, wanneer men elken 
kogel vervangt door een omgeschreven vierkant, zoodanig, 
dat de vierkanten tegen elkander sluiten. 

Liggen dus in elke zijde van den driehoek a kogels dan 
bevat de driehoek niet 4a?, maar Ja? +4 Xa, oft a (at1). 

Is een driehoekige stapel gegeven met ariehoenn grond- 
vlak, dan kan men weder alle kogels verschoven denken 
zoodanig, dat de middelpunten in vertikale lijnen liggen, 
en wel kan men ze gestapeld denken binnen een kubus. 
Gemakshalve is elke kogel te vervangen door een omge- 
schreven kubus. 

Bevat elke ribbe van den stapel a kogels, dan zou de 
geheele kubus a? kuben bevatten. 

Een vlak, door de drie hoekpunten van den kubus 
gaande, waar de verschoven stapel eindigt, snijdt + deel 
van den kubus af. De stapel bevat echter meer dan 
ta? kogels, want een aantal kuben wordt gesneden door 
het bedoelde vlak. 

Vooreerst. worden alle kuben van de schuine grenslaag 
gesneden, doch ook nog alle kuben van de daarop vol- 
gende laag. 

Om dit duidelijk in te zien, denke men het eenvoudigste 
geval, nl.: een stapel van 2 lagen (met 1 en 3 kuben), 

‚ welke deel uitmaakt van een 
ran bin p kubus, die opgevuld is door 
| Sn | a 8 kleinere kuben. 
te A GN | Het vlak door drie hoek- 

| Be punten van den grooten kubus 

| HR ried ee gaande, snijdt de drie kuben, 
LEE HE welke de schuine grenslaag 
| van den stapel vormen; en 
| wel gaat het telkens door 

‚ ANSI drie hoekpunten van elken 
RD ee ab kubus, zoodat het ook daarvan 
telkens 4 gedeelte afsnijdt, ter wijl £ deel buiten het vlak valt. 

Doch ook nog een vierde kubus wordt gesneden door 


gn mn en mn 


11 


het vlak, dat ook door drie hoekpunten van dien kubus 
gaat, en wel ligt van dien kubus } gedeelte buiten het 
vlak. 

Bij de schuine aten. kan men nu telkens zulk een 
groep van vier kuben beschouwen, en men ziet dan, dat 
bij a? nog moet worden gevoegd # van kuben (of kogels), 
die een driehoek vormen met zijde a, dus à X ta (a+ 1) en 
nog +} van kuben (of kogels), die een driehoek vormen 
met zijde a — 1, dus £ X 4 (a—l)a. 

Het totale aantal Te dus 

bard Pala 1) + dra (a — 1), 
of Lala? +3a +2). 


b. Vierhoekige stapel. 


Denkt men weder alle kogels in éen hoek geschoven 
van een op het grondvlak beschreven kubus, en daarbij 
elken kogel vervangen door een kubus, dan moeten er nu 
door den grooten kubus twee diagonaalvlakken worden 
aangebracht, die beide den grooten kubus en elk der 
kleine kuben, die ze snijden, midden doordeelen. Het 
aantal kuben is niet ta?® (als a het aantal in elke ribbe 
voorstelt) want van elk zijvlak worden de kuben gesneden. 
Elk zijvlak heeft Sa(a-1) kuben, zoodat een aantal 
2Xde helft van 4 a (a4-1) zou moeten worden gevoegd 
bij a. Doch de kuben in de doorsnede der vlakken 
zijn nu niet naar behooren in rekening gebracht. Immers 
is twee maal hun helft gerekend, terwijl in werkelijkheid 
4} gedeelte zich binnen de diagonaalvlakken bevindt. 

Bijgevolg is het aantal kuben 

dee alat1l)—atja 
of Ja* tata 
of a(2a? + 3a +1) 
c. _Langwerpige stapel. 

De kuben, die de kogels vervangen, worden opgestapeld 
in een hoek van een rechthoekig parallelopipedum. 

Als er a kuben in de lengte en b in de breedte liggen, 
dan liggen in de bovenste laag, die slechts 1 rij bevat, 
a—b1 kuben. De hoogste bevat 5 kuben. 

Was het geheele parallelopipedum opgevuld, dan zouden 
er ab* kuben zijn. 
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Er zijn echter 2 schuine vlakken; het eene deelt het 
parallelopipedum middendoor, en zou dus 4 ab? kuben 
geven + de helft der doorgesneden kuben. Deze liggen 
in een rechthoek met zijden a en b, hun aantal is dus ab, 
gevende totaal } ab? + + ab. 

Het andere vlak helt evenals het eerste onder 45° en 
neemt van 4 ab? een deel weg nl. een piramide met als 
grondvlak het halve opstaande kleinste zijvlak van het 
parall. en als hoogte b, dus in totaal volgens het berekende 
bij den driehoekigen stapel &b? (b? + 3b + 2). 

Doch ook dit vlak snijdt een aantal kuben middendoor, 
nl. 55(b+1), die niet weggenomen mogen wordem, dus 
zou men hebben een aantal 

hab? Jfab—tbt tb —bbt4b(b 1) 


of Jab? + tab—tb3 ib, 

8. Derdemachtsvergelijking. 

De vergelijking: #° J ax° dbaed-e=0.. Gn 
is onmiddellijk oplosbaar als cab 5 nn 
want dan is ze te schrijven: (@ +a)(@? 4+b)=0 . . (8). 


Is c niet =ab, dan kan men de wortels verminderen 
met een getal p, en de waarde daarvan zóó bepalen, dat 
de nieuwe vergelijking oplosbaar is. 


| a c 
p ap—p?* bp— ap? +p° 
a—p barda Cc bp + GD 
p ap PN ee 
a—2p b—2ap + 3p? =b’ 
Pp 
a—p.=a 


p moet dan voldoen aan c’/—=a’b’, dus 
e—bp Jap? —p? =(a — 3p) (b— Zap + 3p°) 
of c — bp Hap? —p?* =ab—?2a’p + Zap? — Spb + 6ap? —Ip? 


of 8p? — Bap? + p(2a? +2) He—ab=0 . . (4), 
of peta!pr Jb! p= Orr SN 
Hieruit is p te vinden als c’”=a”b’, dus als 
ra Ee Za? + 2b 
B laet TT B KOE 


of cC—ab=—?a® —2ab, of c=— Za? — ab 
of c=—alta* +5). . (6). 
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Als echter c” niet =a”b”’ is, kan men p niet onmiddellijk 
bepalen, maar men kan de wortels verminderen met q, 
zoodanig dat de nieuwe vergelijking oplosbaar is. 

Het voorgaande moet dan herhaald worden. 


Verg. (4) wordt dan 
89° — Sa q° EL q (2a/'? EE 26) ek Ca! W'=0 


of Dee ee Ce) nen er (1). 
Hieruit is q te vinden als Cc” =a”b is, dus volgens (6): 
cl!’ ZZ Jas Hie a’ bb’ 
of EX atax ES, 
c—ab=16a? +2a® + 2ab 
c=—= 184? + 3ab, of c=3a(ba? +5). . .. (8. 


Is C”/ niet =a”’b’, dan kan men de wortels van (7) 
verminderen met 7, zoodanig, dat de nieuwe vergelijking 
oplosbaar is. 

Verg. (1) wordt dan: 

8r3 rn 8a3 r? + Ja Ole — 2b3) 5 C3 En A3 Ds == 0, 


of rme Or dees 0 ee. (B), 
welke oplosbaar is, als c‚ == a, b,, dus volgens (6): 
C3 =— 243? — a; bz, of volgens (8): 
Cr == 1843S H- Jaz D 
of lx at LEXa ge, 
c— ab=— 144 a? — ba? — bad, 
c=—144a? —6a? —bab. . . . .« (10), 


Op deze wijze kan men voortgaan, en verkrijgt telkens 
condities voor oplosbaarheid. 

Voorbeeld a=l, b=l e=—14—6—5=—155, 
dus tn een Ee OEREN Fer). 

De wortels worden verminderd met een getal p, dat 
voldoen moet aan de vergelijking: 


Haer De Oe ile en 


of Dimanin ie Ore rin eek (2), 
De wortels van deze worden verminderd met een getal 
q, dat voldoet aan 
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rn Da (DS pet EN TAD 
Lr EDE 
of EE SEOR EN 
De wortels van deze worden verminderd met een getal 
r, dat voldoet aan: 
2 LE ee 3 
ot da And dh 8 TA 
of en ia EEn 
of r? (r —1) + H(r_—1) =0, zoodat r =1, enz. 
Vermindert men dus de wortels van (3) met 1, dan komt er 
8 gg? +189 — tE =0, waaruit q’ =2, enz. 
jd, 5 dus g=l. 
—l Vermindert men de wortels van (2) met 


One 
1 —l 1, dan komt er 
lk 1 A FP ptp LR 
1 1 —2 2} waaruit p/=4, enz. 
EL Ne ek ln 
1 —3 ‚ Vermindert men de wor- 
ar ae tels van (1) met 3 dan 
1 komt er: 
—4 


1 1 1 —155 «3 — 8? J 22 7 — 116 =0 
OD 21 a’=8, == tiv22 
—? Peas br dus 


Re n=b, n= Bt i22, 
—5 22 

_S 

—ö 

9, De kromtestraal van een schroeflijn. 


Het osculatievlak in een punt van de schroeflijn gaat 
door de raaklijn en door de loodlijn uit het punt op de as 
neergelaten. Het vlak snijdt den cilinder volgens een 


ellips met assen 


2r en 
GOS a 


als « de helling van de tand is. De schroeflijn heeft 
in het beschouwde punt denzelfden kromtestraal als de 


ellips, namelijk 


HD 


(halve groote as)? 
halve kleine as 


yr 2 
dus rn STaKOD > 
COS « COS? 
Is s de spoed dan is 
s 
BS Der 
zoodat voor de kromtestraal te schrijven is 
Anr? ds? 
Arp 
10. Bepaling van kwadraatresten. 


Om te onderzoeken of 23 kwadraatrest is ten opzichte 
van 29, kan men als volgt handelen: 


29— 1=28 In plaats van 29 af te trekken 
— 3=% van de kwadraten, trekt men 
— == deze af van 29. Nadat 1 is af- 
— 7=18 getrokken kan men 3 aftrek- 
— I= 44-29 =35 ken, want dan is 2° afgetrok- 
—_ 11 =22 ken. Daarna kan men 5 
—_13= 94-29 =38 aftrekken, want dan is 3? 
—15 =258 afgetrokken. Enz. 

EE Oe 


Het voorschrift is dus: trek achtereenvolgens de oneven 
getallen af. 

Als de rest minder wordt dan de volgende aftrekker, 
dan telt men 29 bij die rest op. Zoodra men komt tot 
29—25=6 is de bewerking gereed. Het gezochte kwa- 


draat is baat 
erge) 


Met het oog op het elk jaar herhaalde beroep van de 
redactie op het geduld van de inzenders, wegens over- 
vloed van copie, worde medegedeeld, dat bovenstaande 
stukken, bladz. 161—1%5, werden geschreven tusschen 
October 1905 en Februari 1907. 
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Het onderwijs in Wiskunde. 


Het kan den wiskunde-leeraren, die bij hun onderwijs 
ook naar hooger doel streven, dan hun leerlingen met 
minimum-kennis en maximum-cijfers door het eindexamen 
te jagen, niet onverschillig zijn, hoe het met de opvattingen 
der onderwijsmannen op dat gebied in het buitenland 
geschapen staat. Veranderde tijden brengen veranderde 
eischen. Neem een leerboek der wiskunde iú ons land 
uit verschillende deelen der 19e eeuw, b.v. de vertaling 
van Lacroix en leg daarnaast een leerboek uit den jongsten 
tijd; slechts verschil in ondergeschikte zaken; men zou 
alleen kunnen opmerken, dat de stroomsterkte van leer- 
boeken sterk toenemende is. Onwillekeurig rijst daarbij 
toch de vraag: „Zijn wij op den goeden weg, door altijd 
maar door datzelfde uitgetreden pad te betreden” en menig- 
een zal de beantwoording dier vraag ontweken zijn door 
de moeilijkheid en verantwoordelijkheid van het banen van : 
een nieuw pad. Zou het besnoeide programma, waarvan 
Thorbecke den scholieren de kennis indertijd tot eisch 
stelde, ook nog heden ten dage van kracht zijn ? 

In het buitenland is men in de Sturm- und Drangperiode; 
wien, die zich in de literatuur te dien opzichte heeft inge- 
werkt, verschijnt niet bij het noemen van degenen, die 
nieuwe hanen openden, een tafereel van willen veranderen 
uit de oude sleur bij het noemen van namen als Ch. Méray 
in Frankrijk, Felix Klein in Duitschland; wien, die niet 
fossiel geworden is, komen niet bij het behandelen der meet- 
kunde, de veranderingen en verbeteringen der grondslagen 
gedachte ? Lobatschefsky, Bolyai, Riemann, Pasch, Hilbert, 
Dedekind, Cantor verschijnen ons bij het onderwijs, en hoe 
gaarne zouden wij van hunne resultaten op begrijpelijke 
wijze gebruik maken, bij het leggen van den grondslag 
der wiskunde. Welk een genot verschaft niet het werk 
van Klein: „die Elementarmathematik vom höheren Stand- 
punkte aus” en welk een suggestieve werking oefent het 
uit. Wat zou toch wel de psychologische oorzaak zijn, dat 
er in ons land zoo betrekkelijk weinig stemmen opgaan, 
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die in de kardinale kwesties op verandering aandringen ; 
en dat degenen, die zulks doen, met antipathie worden 
aangehoord of met redenen beantwoord, die in het buiten- 
land èn van te voren @n door de practijk met glans zijn 
weerlegd? Wanneer zou men in ons land zoover zijn als 
b.v. in Duitschland, waar nu G. Lony uit Hamburg als volgt 
schrijft in de Unterrichtsblätter für Mathem. u. Naturwis- 
senschaft: „Dass der naturgemässe Abschluss des mathe- 
matischen Schulunterrichts eine Einführung in den Geist 
und die Methoden der Infinitesimalrechnung ist, wird heute 
grundsätzlich kaum mehr bestritten. Ebenso ist allgemein 
zugestanden, dass es sich dabei nicht um ein einfaches 
Herübernehmen eines früher der Hochschule vorbehalten 
gebliebenen Gebietes und noch viel weniger um eine 
unbesehene Uebertragung der hier üblichen Methoden 
handlen kann. Solange eine allgemein anerkannte schul- 
mässige Didaktik dieses Gebietes sich noch nicht heraus- 
gebildet hat, — und das ist trotz der ansehnlichen Zahl 
der über diesen Gegenstand erschienenen Schulbücher bis 
heute nicht der Fall — ist der einzelne Lehrer darauf 
angewiesen, sich seine Wege mehr oder weniger selbst zu 
suchen. Da erscheint es wohl angebracht, dass der einzelne 
die Erfahrungen, die er dabei gemacht hat, nicht für sich 
behält, sondern darüber zu Nutz und Frommen der Sache 
und der mitstrebenden Fachgenossen an passender Stelle 
Mitteilung macht.” 

Men heeft er niet tegen opgezien, alzoo, niettegenstaande 
een goede handleiding ontbrak, toch in de zoo sterk ge- 
voelde behoefte te gaan voorzien. En dat kan wel niet 
anders; aan de ervaring alleen kan slechts een goede 
handleiding ontleend worden. ‘Wachten wij, Hollanders, 
daarop, ouder gewoonte; en moet onze handleiding dan op 
vreemden stam geënt worden? In dien tijd is weer 
veel kostbare tijd en daarmede kapitaal verloren gegaan. 
Behoort dan niet deze materie, alleen reeds om haar juist 
begrip van een wijdverspreide toepassing, tot de kennis 
van een algemeen ontwikkeld mensch, waarvan onze 
scholen beweren méér dan het embryo af te leveren ? 
Of zou de druk eerst van handel, verzekeringswezen, 
nijverheid moeten komen; houden wij, belast met een zeer 

Wiskundig Tijdschrift 9e Jaargang. | 12 
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verantwoordelijke taak, ons ook voldoende op de hoogte 
van de eischen, die de genoemde belangen stellen ? 

Laat ons dan ook de koe bij de horens pakken, gelijk 
dat in het buitenland geschiedde, en niet achteraan sukke- 
len; is het niet onze roem, dat er een aantal Hollanders zijn, 
die vooraan in de wetenschap gaan; op onderwijsgebied 
in deze materie is dat helaas niet het geval; maar laat 
ons dan toch in elk geval de schande bespaard worden, 
geheel en al achteraan te staan. 

Rotterdam. W. EF. GISOLF, 


Boekbespreking, 


J. SCHLOTKE. Lehrbuch der darstellenden Geometrie. I Teil. 
Spezielle darstellende Geometrie. Mit 200 Figuren. 

te durchgesehene und ergänzte Auflage, herausgegeben 
von Dr. Carl Rodenberg. 

Leipzig, H. A. Ludwig Degener, 1912, 3.60 M. 

Dit eerste van vier deelen behandelt de beschrijvende 
meetkunde met het oog op de praktijk. Het geeft het 
noodige van de theorie, maar geen vraagstukken uit het 
vakteekenen. Dadelijk begint het met projecteeren van 
een rechthoekig blok, een regelmatige pyramide, een 
cylinder, een kegel, een bol op twee vlakken, en deelt 
iets mede omtrent scheeve projectie. 

Na deze inleiding volgt de gewone beschrijvende meet- 
kunde met drie vlakken. Er wordt alleen gewerkt in het 
eerste kwadrant. 4 

Dan volgen doorsneden van lichamen met platte vlakken, 
waarbij ook de kegelsneden besproken worden, die op 
Duitsche H.B.S. steeds worden behandeld, Voor de ellips 
worden een aantal constructies gegeven. 

Na de vlakke doorsneden van cilinders en kegels wordt 
een vlakke doorsnede van een tore behandeld. 

Daarna komt doordringing van lichamen door platte en 
gebogen vlakken begrensd; dan het bepalen van raak- 
vlakken, met toepassing op het bepalen van den schijn- 
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_ baren omtrek van omwentelingsoppervlakken. Een afzon- 
derlijk hoofdstuk wordt gewijd aan het onderzoek van 
gebogen oppervlakken: omwentelingsellipsoîde, “hyper- 
boloïde (met kleine berekening), hy perbolische paraboloïde, 
wig van Wallis, schroefvlakken. De laatste bewerker 
heeft de Archimedische waterschroef (tonmolen, vijzel) 
toegevoegd. 

Als aanhangsel worden vraagstukken gegeven, ook be- 
treffende de regelmatige lichamen, en wordt gesproken 
over benaderde oplossingen, door teekenen, van vraagstuk- 
ken die tot hoogere machtsvergelijkingen aanleiding geven. 


J. SCHLOTKE. Lehrbuch der Darstellende Geometrie. LII Teil, 
Perspective, mit 185 Figuren. Ste durchgesehene und ergänzte 
Auflage, herausgegeben von Dr. Carl Rodenberg. 

Leipzig, H. A. Ludwig Degener, 1912, 3.40 Mark. 

Dit derde deel van Schlotke’s werk (zie hierboven) be- 
handelt de perspectief met het oog op de praktijk, en wel 
zooals te verwachten is, in het bijzonder met het oog op 
bouwkunde. De theorie is beperkt tot de constructies, die 
bij praktische uitvoering noodig zijn, maar is behoorlijk 
wetenschappelijk ontwikkeld. De schrijver begint dadelijk 
met een blok in perspectief te brengen, en wel met behulp 
van een vlak loodrecht op tafereel en grondvlak, en voegt 
een paar eenvoudige opgaven ter oefening bij. Naar aan- 
leiding daarvan wordt de perspectief van lijnen in bijzon- 
dere standen nagegaan; daarna de perspectief van punten 
met behulp van een distantiepunt, enz., met onmiddelijke 
toepassing op parketvloeren en eenvoudige lichamen. Voor 
lichamen in willekeurigen stand wordt het grondvlak achter 
het tafereel omhoog geslagen, maar dan zoover naar bene- 
den geschoven, dat ze niet tusschen horizon en grondlijn 
inkomt. Het oogvlak slaat dan naar beneden, zoodat de 
figuren vrij beknopt worden. Voor ontoegankelijke vlucht- 
punten worden eenige constructies aangegeven. Daarna 
volgen lijn en vlak. Een afzonderlijk hoofdstuk dient ter 
bespreking van de perspectief van den cirkel en van 
omwentelingslichamen : cilinder, bol, tore. 

Toepassing volgt op groote teekeningen : tongewelf, kruis- 
gewelf, wenteltrap, kroonlijst, kerkje, kapiteel, schip van 
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een romaansche kerk, spoorwegtunnel, gang met trappen 
huis, kerkruïne, de Elbebrug bij Hamburg. 

Schaduweconstructies worden ook uitgevoerd aan eenige 
praktische voorbeelden. Een enkel woord wordt gewijd 
aan vogelperspectief, panorama en stereoscoopplaten, ter wijl 
de reliefperspectief afzonderlijk besproken wordt op een- 
voudige wijze. 


Annuaire pour Van 1918, publié par le Bureau des Longi- 
tudes. Avec des notes scientifiques. 

Paris, Gauthier-Villars, 1912, 1.50 frs, franco 1.85 frs. 

Het jaarboek bevat ditmaal weder gegevens betreffende 
astronomie, metrologie, muntwèzen, aardrijkskunde, statis- 
tiek en meteorologie. 

Áls verhandelingen zijn opgenomen: 

Eclipse de Soleil du 17 avril 1912. Résumé des obser- 
vations qu’elle a permis d’effectuer, par M. G. Bigourdan ; 

Application de la télégraphie sans fil à envoi de l'heure, 
par M. le commandant Farrié. 

Bovendien zijn de redevoeringen van Deslandes, Bigour- 
dan en Poincaré bij de begrafenis van R. Radan, en die 
van Guist'hau, Claretie, Lippmann, Painlevé, Appell, Bi- 
gourdan en Cornille bij de begrafenis van Poincaré afgedrukt. 


Intuitionisme en Formalisme. Intreerede van Dr. L. E. J. 
BROUWER. 14 October 1912. 

Bij het onderzoek naar de juistheid der wiskundige wetten 
kan men twee standpunten innemen: het intuitionisme, en 
het formalisme. Het eerste zoekt de exactheid in het men- 
schelijk verstand, het laatste op het papier. Spr. noemt 
de uitgangspunten van beide, en vermeldt de machtigheids- 
theorie, waaruit hun groote onderlinge atstand blijkt. 

(Men zie ook het volgende boek.) 


Dr. CHRISTOPH IBRÜGGER. Ueber die Grundlagen der Geo- 
metrie. 1. Teil. Die geometrischen Axiome im Urteil des Ratio- 
nalismus und Empirismus. Beilage zum Programm des König]. 
unn Gröning'sechen Gymnasiums zu Stargard in Pomm. 1912, 

Deze mededeeling bespreekt voor de meetkunde iets 
overeenkomstigs als de voorgaande rede. De schrijver noemt 
de opvattingen van Plato, den eersten rationalist, die het 
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bestaande slechts als erkend aanneemt door het denken 
zonder tusschenkomst van de zintuigen, Descartes, die 
ditzelfde in mindere mate aanneemt, Spinoza, en daartegen- 
over de opvattingen van Kant, Locke, Hume, die de waar- 
neming te hulp roepen. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 65, bladz. 77. In CESARO, Elementares 
Lehrbuch der Infinitesimalrechnung vindt men vele uitge- 
werkte vraagstukken over gammafunecties, in verband ge- 
bracht met integralen, ete. In het nieuwe boek van N. NIEL- 
SEN, Elemente der Funktionentheorie, dat de uitmuntende 
verdienste heeft vele vraagstukken aan den tekst toe te voe- 
gen, vindt men onder de elementaire functies de gamma- 
functie in een afzonderlijk hoofdstuk behandeld, vele 
onuitgewerkte vraagstukken zijn daaraan toegevoegd. 
Voorts geeft WHrrraKkEr in zijn Modern Analysis bij zijn 
hoofdstuk over gammafuncties 54 vraagstukken (geen 
gemakkelijke!) Dit laatste boek is uit een algemeen oog- 
punt ook bijzonder âan te bevelen. 

Rotterdam. W. EF. GISOLF. 


Opmerking bij Vraag 67, bladz. 128. Opdat de ruimte- 
kromme bestaanbaar zij, en niet onaarde Je „> punten, moet 


den re, indien ab) c. Immers dan zal doen Ge 


zoodat de tweede ellipsoïde gedeeltelijk Hiiten gedeeltelijk 
binnen de gegeven ellipsoïde gelegen is. 

Indien d =b, dan ontaardt de vierdegraads ruimtekromme 
in twee ellipsen, wier vlakken gegeven zijn door de ver- 


gelijking 
wafel Ee eer 1 
Ee ne 
Is d>b, dan worden de twee takken der kromme ge- 
scheiden door het be-vlak; is d <b, dan geschiedt dit door 
het ab-vlak. 
Rotterdam. W. EF, GISOLF. 
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Antwoord op Vraag 68, bladz. 124. Gevraagd de oplossing 
van Kv, 1912. Differentiaalrekening. 
Gegeven is de vergelijking f(ayz)==0. Wordt gevraagd 


oe ò2 OTN 3 
de partiëele afgeleiden DEE en Sen, uit te drukken in 
oz Pr yy OP at Oy OS Dy 
Men heeft: de = pda + qdy 
en dp == rde} sdi: 
Hieruit volgt: 
À q 
dr ded nn 
D el) (1) 


en als men deze waarde in de tweede vergelijking sub- 


stitueert: 


r ps qr E 
dpd EE dy 
p 5 si 5 y (2) 


Beschouwt men nu « als functie en y en z als onafhan- 
kelijk veranderlijken, zoo vindt men uit (1): 


oes. 
dz ED $ Ld - . e . e . e > (3) 
Re ip nn 


Differentieert men beide leden van (3) naar y, dan komt er: 
558 1 op gqr—p 


òydz de p* òy BEDE 
Op overeenkomstige wijze of door letterverwisseling 
vindt men: 
UP er) 


òxdz q° 


C. v. D. Purre, Hellevoetsluis ; H. B. FIJNENBERG, Bergen 
(N.H.); E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; K. SCHOUTEN, 
Rotterdam; J. A. WERTENBROEK, Zoeterwoude. 


Antwoord op Vraag 69, bladz. 124. Gevraagd de oplossing 
van Kv. 1912. Integraalrekening. 

Bepaal een volledige oplossing en de singuliere oplossing 
van de partiëele differentiaalvergeliĳjking : 


DH)? F(q +)? —2— ay =0. 
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1. Wij bepalen de singuliere oplossing direct uit de 
gegeven differentiaalvergelijking. Is deze p (pq) 0, zoo 
wordt de singuliere oplossing bepaald door de gegeven 
vergelijking en N 8 

p nr: 
| open en bami) 

De laatste vergelijkingen worden hier: 

pty=0 en qgre=0. 

Elimineeren wij tusschen deze twee vergelijkingen en 
de gegeven differentiaalvergelijking p en q,‚ zoo komt er: 

wat or A tl 
d.i, de vergelijking van een rechthoekige hyperbolische 
paraboloïde. 

Deze vergelijking zal alleen dan een singuliere oplossing 
zijn, als de oppervlakte-elementen, behoorende bij genoemd 
oppervlak, werkelijk aan de gegeven vergelijking voldoen. 

Meral etn en gs —=0. 

De waarden voor p en q uit deze twee vergelijkingen 
maken met de waarde van z uit (1) de differentiaalverge- 
lijking tot een identiteit. Verg. (1) is dus werkelijk een 
singuliere oplossing. | 

IL. Om een volledige oplossing te vinden stellen wij: 

2 Ly, 
en nemen wij wv als nieuwe functie aan; & en y blijven 
de onafhankelijk veranderlijken. 


a du Ou 
Dan is: | an en An 


De vergelijking gaat over in: 


òu\ ? òu\ ? 
Gel ) el 

en is dus teruggebracht tot een van de eenvoudige vormen 
van partiëele differentiaalvergelijkingen van de eerste orde, 
die in de meeste leerboeken voor de algemeene oplossing 
behandeld worden, nl. in eene, waarbij de twee onaf han- 
kelijk veranderlijken niet voorkomen. (Standard IL. Forsyth.) 
òu 
DE 

Wanneer namelijk #, y en w de rechthoekige coördinaten 
van een punt in de ruimte voorstellen, en wij nemen voor 


Wij stellen bij de oplossing: ed 


184 


5 en 5 een bepaalde waarde, zoo wordt ook u bepaald ; 
d.w.z. alle oppervlakte-elementen van dezelfde richting 
behooren bij een zelfde u; deze elementen gaan dus door 
rechte lijnen, evenwijdig aan het XY-vlak. Onder de vol- 
ledige oplossingen komen dus cilindervlakken voor, waar van 
de beschrijvende lijnen evenwijdig loopen aan het XY-vlak. 


Voor de elementen van zulk een oppervlak geldt: 


òu òu 
dy en 
Door oplossing vinden wij nu: 
OV O0 
Dr Ee Be pn 
Dus: du De rende UAL en tn 


veg 
Door integreeren: 
2(1 Ha) Vu=rJ ay b 
AL Hat) uw Hay HD) 
Wij vinden dus voor een volledige oplossing: 
A (1 ga?) (2 ey) = (2 t Ay Tb) EEN 
IT. Uit de gevonden volledige oplossing f(ab)=0 kun- 
nen wij de singuliere oplossing afleiden door a en bte 


Ge =d ad. 


elimineeren tusschen deze en L 0 en d= 0. 


De laatste twee vergelijkingen worden hier : 
Sa (zy) =2(a Hay +D)y 

en Ort db). 

Elimineeren wij tusschen deze en verg. (2) a en b, zoo 
komt weder als in [: 

ey 

IV. Een volledige oplossing hadden wij ook kunnen 
vinden volgens de algemeene methode van Charpit. 

Naast de gegeven differentiaalvergelijking F (@yzpq)=—=0 
stellen wij: Pr yzpg)=u, 
waarbij de laatste vergelijking een integraal moet zijn 
van de simultane vergelijkingen: 


de dy dz Wet Me Ae dq 
Fr Anon aatE dent òF SLOTTE òF  òF\ 
op dg Donal Tag lee md oac 
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Deze vergelijkingen worden hier: 


_ dx nn hija His NE de ‚ 
py ate) Wp y)H2(q +) 
dp dq 


Pate) tytp —2ptyPtetg’ 
waaruit wij afleiden: 
dp +dy _ dq + de 


Pet qe 
Lp Hy) +la=l(q + 2) 
Qeteb AP Alen oe ern 421) 


Dit is dus de vergelijking, die wij naast de gegeven 
vergelijking stellen, om daaruit p en qg op te lossen. 
De waarden voor p en q worden: 
aelaloy)e 3 
mla) 9 
ALA Cn ak 
deme 1 a? 
Deze waarden voor p en q gesubstitueerd in de verge- 
lijking: dz == pdre + qdy 
geeft: 


(2 Jay) (2 Ly) 
dem (ia 4) det (apa —e) 4 
d yd; 
VU a) Sg dt ady 


Door integratie komt: 


2V(L Ha) We Hay) =at Hay db 
AL Ha) (2d wy) = (we + ay + b)?, 
d.i. dezelfde volledige oplossing als wij in II gevonden 
hebben. Trouwens is verg. (8) niets anders dan de betrek- 
king, die wij op meetkundige gronden in II hebben aan- 
genomen. Stellen wij bij de laatste oplossing z +} xy = u, 
zoo gaat zij geheel in oplossing IL over. 


V. Wij kunnen de methode van Charpit natuurlijk ook 
toepassen op de vereenvoudigde vergelijking 


EA ‚Òu \ 2 
Geike Coet 


die wij in IL gevonden hebben. 
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Ook kunnen wij volgens de methode van [ onmiddellijk 
daaruit de singuliere oplossing afleiden: 
ti 
C. v. D. Purre, Hellevoetsluis; H. B. FiJNENBERG, Ber- 
gen (N.H.); K. SCHOUTEN, Rotterdam. 


Antwoord op Vraag 70, bladz. 124, | 

Ja, vele leerboeken geven die formule. Als toepassing 
wordt de reeks gevraagd b.v. door Casey, Plane Trigo- 
nometry (1888) Vr. 183 blz. 53. 


Vraag 71. Heye spreekt in zijn gedichtje: „Een burger- 

jongen” van een „half blanks heer”. Wat beteekent dit ? 
H7 ten 

Antwoord. Een blank was een oude Nederlandsche munt 

met de waarde van 6 duiten; een half blank is dus 
ongeveer aan 2 centen gelijk. GE 


Vraag 72, Kunt U mij ook een werk aanbevelen over 
de differentiaal-meetkunde ? ’k Ben in dat vak nog geheel 
vreemdeling. De sE 

Antwoord. Wellicht is dan „A. MAAS, Anwendung der 
Differential-Rechnung auf die ebenen Kurven” iets voor u; 
dit boek verscheen in 1894 bij Maier te Stuttgart en kost 
{ Mark. Q. 


Vraag 78. Is een der lezers ook bekend, waar een schets 
te vinden is van de ontwikkeling der Nederlandsche Staats- 
schuld ? Collega Handelsrekenaar, Den Haag. 


Vraag 74, Wanneer in beschrijvende meetkunde a, het 
snijpunt is van de verticale projecties van twee elkander 
kruisende lijnen, en b, het snijpunt van de horizontale — 
projecties, dan ligt de kortste afstand tusschen de lood- 
lijnen, die uit a, en b, op de as van projectie getrokken 
kunnen worden. Bewijs gevraagd. 

Rotterdam. F. J. VAES. 


Vraag 75. Gevraagd de oplossing van Kv, 1900, Diffe- 
rentiaalrekening No. 8. 
Op de as van een elliptische paraboloïde ligt een punt 
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op een afstand c van den top. Men vraagt de kortste lijn 
te bepalen, die dit punt met een punt van het oppervlak 
verbindt. 

Utrecht. Dr. Jom. A. VREESWIJK. 


Vraag 76. Gevraagd de oplossing van Kv, 1904, Analy- 
tische Meetkunde, No. 1. 

Een cirkel, waarvan het vlak evenwijdig is aan het 
XY-vlak en die de XZ- en YZ-vlakken aanraakt, is de 
richtlijn van een kegelvlak, waarvan de top in den oor- 
sprong ligt. Bewijs, dat een boloppervlak, dat door dien 
cirkel gaat, het kegelvlak nog in een tweeden cirkel snijdt. 

Utrecht. Dr. Jon. A. VREESWIJK. 


Neerologie 


PAUL GORDAN (1837—1912). 

Op 21 December jl. overleed te Erlangen deze bekende 
medewerker van Clebsch. 

Op het gebied der invarianten en covarianten werd hij 
door hen, die van deze vakken studie maken, als een 
eerste kracht beschouwd. 


Correspondentie. 


De getallen van Mersenne. 


Naar aanleiding van de ne over de SAE 
van Mersenne !) vond ik o.a. 
EA EE 
28=12 414 


1) Zie dezen jaargang blads. 120 en vorigen jaargang bladz. 31 
en Vraag 58, bladz, 173. 
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496 =1 2444816 A31 62 H- 124 J- 248 
8128 =de som zijner deelers. 
95000336 — , 


” » ” 


Verder vond ik, dat nog moet worden onderzocht, of 
deelbaar zijn: 
2535901200456458802995406410751 = 2104 — 1, 
1014120480182583521 1975625643007 = 2103 — 1, 
16225927682921336359157801028812 0 Sk 
649057107816853453566312041152511 = 2109 — 1, 
11422457118635204932952477990050653242654T1 = 2137 — 1. 
696898287454081973172991196020261297061887 = 2139 — 1. 
113623846352979940529142984724141568191313311 = 2149 — 1, 
182687704666562864775460604089535371456991567871 = 2157 — 1. 
187072209578355513530071658587684226515959365500927 = 2167 — 1. 
148288838313422294120286634350736906063857462003711 = 2169 — 1. 


Bekend is: 
130155 X 16383951 09293394170933897T7944136788349854738047 —= 2173 — 1. 


Ook nog te onderzoeken, of 
2198 1, 2199 1, 22271, 2229 1, 22411 deelbaar zijn. 
Alphen a/d Rijn. G. H. VEERMAN. 


NASCHRIET. 


In de Vergadering van The British Association, 5 Sept. 
1912, beschreef de heer Gérardin uit Nancy een toestel om 
groote getallen in factoren te ontbinden, Het getal M,, 
van Mersenne eischte 4 minuten tijd. 

Lieut-Col. Cunningham deelde mede, dat door Ramesam 
uit Mylapore 2128858353 gevonden is als factor van M-,; 

dat E. Fauguemberge Ms, ondeelbaar heeft bevonden ; 

dat hij zelf 730153 vond als factor van M,‚,s; 

en dat in de opgave van Mersenne drie fouten waren, 
daar M‚, deelbaar, en M‚, en Ms, ondeelbaar bleken 
te zijn. Red. 


Constructie van den regelmatigen n-hoek. 


Ter uitvoering hiervan kan men zich bedienen van een 
werktuigje (cyclometer). 
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De hoofdbestanddeelen daarvan zijn: 

1°. een houten lineaal (tangentiaal) CDEF' ; 

20, een houten schijf (rolschijf), met voldoende wrijving 
rollende langs de tangentiaal, en even dik als deze; 

8%. een geelkoperen lineaal (radiaal) abcd, liggende op 
tangentiaal en rolschijf zoodanig, dat de kant ab loodrecht 
op de kant CD staat, en door het middelpunt van het 
cirkelvlak der rolschijf gaat. 


De kant be der radiaal en de as der rolschijf zijn beves- 
tigd op een koperen beugel onder de tangentiaal (en dus 
in de figuur niet zichtbaar), welke beugel met rolschijf en 
radiaal verschuifbaar is langs de tangentiaal. 


Uitvoering. Trek op de rolschijf langs den kant ab der 
radiaal de straal AB, en teeken het raakpunt B op de 
tangentiaal aan; verschuif den beugel (met rolschijf en 
radiaal) naar rechts, waarbij de rolschijf door de wrijving 
langs den kant CD rolt, totdat de straal AB, draaiend als 
de wijzer van een uurwerk, opnieuw met den kant ab van 
de radiaal samenvalt, en dus in den stand A‚B, gekomen is. 
De rolschijf heeft dan een geheele omwenteling volbracht. 

Teeken nu het nieuwe raakpunt B, op de tangentiaal aan. 

De afstand tusschen B en B, is dan gelijk aan de lengte 
van den cirkelomtrek der rolschijf. 

Verdeel nu de lijn BB, in » (bijv. zeven) gelijke deelen, 
teeken de deelpunten tusschen B en B, op de lijn CD aan 
en schuif nu den beugel naar links, waarbij men, telkens 
wanneer een der deelpunten met den kant ab van de ra- 
diaal samenvalt, dat deelpunt (raakpunt) op den omtrek 
der rolschijf aanteekent, waardoor die omtrek in » (i.c. zeven) 
gelijke deelen verdeeld wordt. 

De aldus verkregen deelpunten van den cirkelomtrek 
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vormen dan de hoekpunten van den regelmatigen »- (i. C. 
zeven)-hoek. 

Met behulp van den eyclometer kan men ook een hoek, 
bijv. ZBAG in de figuur, in » (bijv. drie) gelijke deelen 
verdeelen. 

Amsterdam. Dr. J. ARIËNS KAPPERS. 


Het aantal diagonalen (D) in den regelmatigen n-hoek 
n(n—3) 
NT 

Dus voor n= IVV, VI VI VIG TA 
enz. is D==0, 2, 5, 9, 14, 20, 21, 35, 44, DA enz: 

De waarden voor D vormen eene reeks, waarin het ver- 
band tusschen telkens drie opeenvolgende termen a,benc 
wordt uitgedrukt door: 

hd ek dees 
9) 
Amsterdam. Dr. J. ARIËNS KAPPERS. 


wordt uitgedrukt door: D= 


Op bladz. 45 vermeldt de Heer Gisolf, dat „de beschrij- 
vende meetkunde rijker aan bewijzen zou worden, indien 
men ook slechts de natuurlijke volgorde in acht nam; 
eerst vlakken en dan lijnen, die men immers in de ruimte 
als snijlijnen van vlakken bepaalt !” 

Dat hij behalve aan teekeningen ook aan bewijzen zijn 
aandacht schenkt, valt toe te juichen. 

De stelling, waarvan hij het bewijs noemt — een vlak, 
waarvan de doorgangen in elkanders verlengde vallen, 
staat loodrecht op het bissectrice-vlak van den tweeden 
ruimtehoek — kan worden gebruikt om een andere stel- 
ling te bewijzen. | 

Wanneer men nl. twee vlakken V en W teekent, waar- 
van de doorgangen in elkanders verlengde vallen, dan ziet 
men uit de figuur, dat hun snijlijn AB loodrecht op de as 
van projectie staat. Dit is evenwel ook te beredeneeren. 
Immers omdat de vlakken V en W beide loodrecht op het 
bissectrice-vlak van den tweeden ruimtehoek staan, staat 
ook hun snijlijn er loodrecht op en deze staat dus ook 
loodrecht op de as van projectie, welke in dat bissectrice- 
vlak ligt, 


Ea 


Daar een lijn loodrecht op genoemd bissectrice-vlak 
hoeken van 45° maakt met de projectievlakken, is meteen 
nog een eenvoudige eigenschap er bij genoemd, die ook 
de teekening dadelijk aangeeft, waar A,B, == AB. 

Rotterdam. IRDUES AAR: 


Naar aanleiding van Vraag 62, bladz. 222, 8en jaargang. 


In de Abhandlungen: der Königl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin 1857 komt een opstel van Kummer voor, 
getiteld: Minige Sütze über die aus den Wurzeln der Gl. 


gebildeten complexen Zahlen, für den Fall dass die 
Klassenanzahl durch A theilbar ist, nebst Anwendung derselben 
auf einen weiteren Beweis des letzten Fermatschen Lehrsatzes, 
waarin op bladz. 73, r. 16 v. b., te lezen staat (na ’n lang 
betoog natuurlijk): wodurch die Richtigkeit des Fermatschen 
Satzes nun für alle Potenzen, deren Haxponenten innerhalb des 
ersten Hunderts liegen, bewiesen ist. De bedoeling van het 
bewijs is dus, de twijfel omtrent 37, 59 en 67 geheel weg te 
nemen, zooals ook uitdrukkelijk op bladz 42 bovenaan staat. 
Rotterdam. À, KEMPE. 


L’Enseignement mathématique heeft een portret doen 
vervaardigen van Henri Poincaré, 25 Xx 32 cM. op carton. 
Het is verkrijgbaar voor 3.25 francs (verzendingskosten 
inbegrepen), Florissant 110, Genève. 


Nieuw verschenen werken. ’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van W. Versluys, Amsterdam. 


Dr. A. KEMPE, Zusätze zu dem Fermatschen Satz. Ver- 
such einer Beweisführung. 1912. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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Uitgave van Scheltema en Holkema's Boekhandel, Amsterdam. 


B. DE GREVE en Dr. J. G. RUTGERS. Leerboek der 
Mechanica. 1912. 


Uitgave van W. E. J. Tjeenk Willink, Zwolle. 
Dr. A. KIJLSTRA en JOH. A. VREESWIJK. Stereometrie. 
1013tnl:00. 


NRE —_—__ Beschrijvende Meetkunde. 
1913. 2 deelen f 1.50. 


Uitgave van W.L. en J. Brusse, Rotterdam. 


W. PF. J. v. D. ZWALM. Een zestigtal natuurkundige 
proeven voor scholen van lager- en voortgezet lager 
onderwijs, herhalingsscholen en dergelijke inrichtingen 
van onderwijs. Met 60 figuren. 1913. f 0.75. 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 


P. WIJDENES Algebraïsche Vraagstukken. 
Deel I, 1913, f 120. Deel II, 1913, f 1.50. 


Algebraïsch Teekenschrift, behoorende bij 
de vermelde boeken. 1918. f 0.25. 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 


W.REINDERSMA. Nieuw Leerboek der Vlakke Meetkunde. 
Deel II, Met 167 figuren, 1912. f 1.65, in linnen f 1.90. 


Uitgaven van Gebr. Kluitman, Alkmaar. 


P. J. BOS. Theorie der Rekenkunde met Vraagstukken, 
aangevuld met rekenkundige zaken van practischen 
aard. le deel. 4e druk, 1913. f 1.10. 


— — Leerboek der Algebra. Tweede deel met meer 
dan 1600 opgaven. 7e druk. 1912, f 1.25. 
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Ulalgrafion de \'équaton irntiele 


ml 


grid EN 


da” da” de —2 
PAR 


G. KREDIET (Rotterdam). 


dt. HE 
1. Si Pon pose 


Drin Te S Yo ee 


Áyn—1 


dax + ImIm 1 T 
on peut éliminer les fonctions y‚, ys, 43, «……-. 4, _j St le 


0 


résultat sera une équation différentielle en y, qui pourra 
s’accorder avec l’équation donnée, si les coefficients a 
satisferaient à certaines conditions, que nous tâcherons de 
trouver. On aura successivement: 


dy dy_ dy, 
or ve irr 
dont: 5 
d? / 
o° ziet jr %2 HD ge dert = ys: 
OE en en différentiant: 
dys 
EE ater Et arta =H 
et nous en tirons 
d d? 
de ed 
+ («, Ag Fy A3 TA3 agtardagtagtl) Bia, KAY S= Y3: 


De la même manière on trouve: 
Wiskundig Tijdschrift 9e Jaargang. 13 
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dt d° d? 
at ad (Be, 0m? gt (Bries H3Bard Dat Et 
d 
F(Bejasas Bajas HE, HD) ge Homos Ya 
d° dt d° 
mt SS }(Ze,-Hl0et Re F(Eejart6Za, dB) at GSH 
d? 
F (Bajezagt3Ea,aot1Ea, 15)? 53 H (Barasagas H 


HE hEaras Be, HI) wo Ed aans == … 2) 
et ainsi de suite. 

La formation des coefficients est claire quand on se sert 
de la table suivante: 


| 6951 


Chaque colonne est déduite de celle qui précêde en 
additionnant à unité deux fois le deuxieme nombre, puis 
trois fois le troisiême, puis quatre fois le quatrième et ainsi 
de suite. 


2. Bornons nous au cas de m=5, alors nous aurons 
y; =O. | 
Si «,, %z, %3) 44, «5 SONL les racines de l'équation 
as — nat + nza? —Nnza? J-nya—ns=0. . . (3) 
nous pouvons mettre l'équation (2) sous la forme: 
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EU (m1 etS at Ohh 5) St 
+ (Hmm) et À BL mtngtnotn, He + 


Jmy=0 .. U 
et elle coïncidera avec l'équation donnée si lon a: 
Pi =ins LO 
B Adan + 25 
P; = nz + ôn, + In, +15 
P, = n4 +3 4 N2 JN, +1 
Ps = Ms 
On en tire 
Ni == Jee — 10) 
ns =—= P,—6P, +35 
DE EDA ITP: —_50 
Nn P; — P; +2P, Zr, —J- 24 
We be 


L'équation (3) devient alors: 
(a5— 10xtd 35as— DO? 2x) HP, (at— Oa J- 11a?— 6x) + 
JP, (a3——3a2 Ha) HP, (a2—a) H Pa JP, =0 
c'est à dire: 
a (a—1) (a—2) (23) (24) H Poa (a—1) (2) (23) + 
+ Pra (al) (a—2) + Pa (al) + Pa + P; =0... (5) 
Si Yon sait résoudre cette équation on aura les cinq 
équations du premier degré, savoir: 


d 
% ze + 44Y3 =S Ya 
d 
Ba + %3Y2 =S Ys EE Ae) 
d 
x zen + «Yi =S Yo 
dy 


que Von sait intégrer. 
Nous remarguons que lon peut échanger entre eux les 
cinq constantes «, la valeur de y ne changera pas. 


3. Si léquation (5) n’a pas de racines multiples nous 
aurons à intégrer les équations de la forme: 


aas ay =f(@) 
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Multiplions par a! nous aurons 
% 

Gite f@ 
ce qui donne 

a a—l 

En | f(a) de 1 C 

d'ou suit 
4 


y= vk |=’ a fe) da ds Gp 
Nous en tirons 


(7) 
Ya =O; gs 
er | Td en 


X4 


C 

et comme gn est une nouvelle constante, nous pour- 
Ahm n 

rons écrire 


n= att HO EE. 
Il est clair, que nous trouverons 
y= SCOT EO CE 
4. Si, au contraire, l’équation (5) a des racines multiples 
(posons par exemple «; =a, —=a«,) nous aurons de nouveau 
ye=Chr BH Orr AAO te 
et nous trouverons en vertu de l’équation (7) 
y=; ok an Glane + Cs ik: + Ce, Do 
ou bien: 
vim LOT A Orvr S(loeg aduk 
Elle donnera 
bee red depends gn [ Ee do On 
d’ou suit | | 
y=Csa CT Os 3 (log?atalog 24-b).… (8) 


5. Nous remarquons que: 


«3 


LÀ \ . . — 
1°. Nous n’avons pas posé à priori y=C& , 


20, Nous n’avons pas fait usage d'un changement 
intensible des coefficients P, 
et est pourquoi nous eroyons notre methode supérieure 
à celle qu'on donne ordinairement. 
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bergonnes Alapêlpronleem 


DOOR 


Dr. H. ONNEN Sr. (Den Haag). 


(Slot). 


21. Ten slotte beschouwen wij nog het geval, dat niet 
alleen A‚=A en dus p‚=p is, maar bovendien: 
a;=a, dus ook a/=a’ en q,=g, 


hetgeen zeggen wil, dat zoowel de verdeeling als de op- 
stapeling telkens op dezelfde wijze geschiedt. 
Men heeft dan voor de methode met omkeering : 


SGS ALAS a Dt 


en voor de methode zonder omkeering : 


À À 
even: SG GF PA FAAr ATD ME 


d oneven: S,= G/ (dq) —1= 


Ni ke il _q(A +1) 


Bepaalt men „ uit: 
Ar! ( NA, 


dan kan men natuurlijk den regel van no. 17 toepassen, om 
Q, si te vinden. 


Wij zullen echter voor dit geval een veel eenvoudiger 
regel vinden, waardoor men het rangnummer van X na 
nJ-1 verdeelingen uit de 3 gegevens N, A en a of q 
kan afleiden, zonder van het stapelgetal gebruik te 
maken. 


28. Men zal zich, hetzij door redeneering, hetzij door de 
formules (mm), (@), (m/), (z,) en (z,/), resp. (2) en (2,’) van 
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no. 7 voor het onderhavige geval op de achtereenvolgende 
verdeelingen en opstapelingen toe te passen, gemakkelijk 
van de juistheid der volgende drie stellingen overtuigen. 

1. Wanneer B; ®i_1 ts, hetzij dan 1 of 2, zijn ook de 
groepen z,en 2, _; even groot, dus ook de groepenz; enz’, 

U. Als w,=w, 4 ds, hetzij 1 of 2, blijven de groepen z, 
2 en «@ bij alle verdeelingen en opstapelingen, die men nog 
mocht laten volgen, constant =z., z/ en Ds. 

IL. Als bij de methode met omkeering a niet —0 is, kan 
voor #,=0, j hetzij 1 of 2, ook r‚ niet =0 zijn, en als a’ 


niet —= 0, of dus a niet = A — 1 is, kan s, niet =O zijn. 


Wij weten voorts, dat, als Ale CIN A” is, bij de me- 
thode met omkeering voor a—=0 na n verdeelingen altijd 
Q,„=l en voor a'=0 of a=A—l altijd Q,=N wordt 
(No. 21, opmerking 1) en behoeven dus aan deze twee ge- 
vallen geen bijzondere aandacht te schenken. En daar zij 
in hetgeen volgt telkens als uitzonderingen optreden, zul- 
len wij ze eens voor al terzijde stellen en aannemen — 
wat de methode met omkeering betreft — dat: 


O{ag{<A—l en dus ook O{a’<A—l1 


is. Voor de methode zonder omkeering bestaat voor een _ 
dergelijke uitsluiting geen aanleiding, zoodat in de formu- 
les daarvoor q alle waarden van 1 tot en met A hebben kan. 


29, Is nu 
Ar NAS 
dar kunnen zich drie gevallen me 


1e, Drin 
Z0% B en OE nk E am nn. 
0 DU 1 eNZ=L 


Bij de methode met omkeering geeft verg. (8) van No. 10 
voor x‚=x;_; volgens stelling 1: 
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Nar, 
Ren A Ln A NE (15) 
en men heeft in het eerste geval voor i=n 1: 
Nar, 1 


tin NEE 
en in tweede geval voor t=n 2: 
En Na —r n+2 
ER AT 
terwijl verg. (x) van No. 7 geeft: 
in het eerste geval voor neren inten 
OER 010 Ce s bend Peo gemis 1, 
Daar a en a/ beide ) 0 ondersteld worden, zijn, volgens 
stelling II, r. en s, in beide gevallen eveneens ) 0 en 
derhalve ook {A —1. Hieruit volgt vooreerst, dat r, ERE 
resp. rg beschouwd kan worden als de rest der deeling 


van Na door A— 1, zoodat in beide gevallen: 


n+1T Pel 


Ea ES | 
HT He Hed 
is. Ten tweede blijkt er uit, dat de eerste twee gevallen 
zich niet kunnen voordoen, als N, A en a zoodanig gege- 
ven zijn, dat Na een veelvoud is van A—l1, daar El 
altijd een geheel getal. moet zijn. 
In het derde geval weten wij, dat DE A —l1 is (No. 


en dus: 


8), zoodat verg. (15) voor 4=n +1 geeft: 
| _ Na 
nl AE 


En hieruit blijkt, dat het derde geval zich juist alleen 
dàn kan voordoen, als Na een veelvoud is van A —l1, 
zoodat men hierin een criterium heeft, of Gi MON ld. 


Voor het rangnummer heeft men : 


E 
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Na 
irr eig ee TEL 
naar gelang X bij de (n + 1 dn in het laatste of 
in het eerste hoopje terecht komt. 
De regel van No. 17 wordt nu voor de methode met om- 
keering aldus (mits O<a{<A-—l1): 
Wanneer Na deelbaar is door A —l en X na de (n + 1)° 
verdeeling in het laatste hoopje ligt, is : 
el 
Q, Ann AE 


in alle andere gevallen is : 


Na 
Qt = lie 
Onder „alle andere gevallen” is ook begrepen het geval, 
dat Na deelbaar is door A—l en X na de (n +1)° ver- 
deeling in het eerste hoopje ligt. 


80. Bij de methode zonder omkeering geeft verg. (9) van 
No. 11, volgens stelling I van No. 28: 


Ng At Fe 
EN ET (16) 
In het eerste der drie mogelijke gevallen, «, = x, Hib 
geeft (16) voor v=n 1: 


LER AD 

en in het tweede geval, En voor d=nd-2: 
—(A ri) 
on 1 5 AGRO ie 


Daar altijd A —r,{A—1 is, kan men in beide gevallen 


schrijven: 
n= lt] 
nJ1 A1 


Mn =| +t 


En daar altijd A —r,)0 is, kunnen de eerste twee ge- 
vallen niet voorkomen, als Ng een veelvoud is van A +1. 


en IS: 
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In het derde geval, x=», A be 2, geeft (16) voor {=n 1: 


z Ag 
nJ-1 mer doin 
waaruit men ziet, dat dit geval zich weer alleen dan voor- 
doet, als Ngeen veelvoud is van A +1. Het EM iS: 
N 
el Ids Dt, 
naar gelang X bij de (n + 1)° verdeeling in het eerste of 
in het laatste hoopje ligt. En de regel van No. 17 wordt 
voor de methode zonder omkeering aldus: 
Wanneer Nq deelbaar is door A+ len X na de (n +1)° 
verdeeling in het eerste hoopje ligt, is : 


mh 


BET TA 


dl. In sommige gevallen zal men met „n verdeelingen 
kunnen volstaan, namelijk wanneer x,=l en ook als 


BEL ÏsS. 

Met omkeering kan x,„=—1 alleen voorkomen, als Na niet 
door A—1 deelbaar is, en dan is xl, wanneer het 
restgetal R, dat is de rest der deeling door A“ van: 


Na (A/—1) 
NDE ET 
li EE 

%, 1%, kan alleen voorkomen, als Na een veel- 


voud is van A —l1, en dan is %, 12 Als 


NC ZAT eh Ried 2AS 


is (No. 16), waarbij R‚ _, de rest is der deeling van 
—l 
eha BAN Ae -t) 
EEE 0 
door A?Ì, 
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Zonder omkeering kan xl alleen voorkomen als Ng 


niet door A +1 deelbaar is, en dan aal x= 1 zijn, wan- 


neer R, di de rest der deeling door A” van: 
” n 
Ne Ng NS, = NgA +1) 


(naar gelang 7 even of oneven is) < A eeN 


e =,=? kan alleen voorkomen, als Ng een veel- 


n—l 
voud is van A+ 1 en dan is weer 12 wanneer 


Nú 


is, waarbij nu R,‚ , de rest is der deeling van 


ul 
en R ‚{2A EN 


n_——- 


Ed 
EN EERS 
NS Tr ATEN 


door A” 7 naar gelang n— 1 even of oneven is. 

Indien men met n verdeelingen volstaan kan, hetzij om- 
dat x= DAN: l, hetzij omdat «, _; —x,=? is, zal 
Q=Q, HI zijn (No. 28 I), zoodat uit de deeling van Na 
door A-—l of van Ng door A +1 al blijkt, op welk num- 
mer X komen zal, afgezien van de vraag, of dit reeds na 


n- verdeelingen geschieden zal, of dat er n +1 verdeelin- 
gen voor vereischt worden. 


32, Voorbeelden. Hierbij zal geen acht geslagen worden 
op het geval, dat met omkeering a—=0 of a=A—l is, 


omdat dit altijd geeft : Q, = Lof Q‚= N, als APT ECN { Alis. 


1°. Neem 52 kaarten en verdeel telkens in A = 4 hoopjes. 
42 5248 
dus n=3. 


Met omkeering : a=1l, Q4, = pee J1=18 
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Zonder nader onderzoek kan men zeker zijn, dat na 
nd 1=—=4 verdeelingen en opstapelingen X de 18° of de 
35° kaart wordt, naar gelang bij elke opstapeling 1 of 2 
hoopjes onder het hoopje met X gelegd worden. 

Om te onderzoeken, of dit ook reeds na n=3 verdee- 
lingen het geval zal zijn, deelen wij 


Die AS —1 
NS eN We le, 1092 a 
door A? =64 en vinden voor het restgetal : 
R; =4a, 


dus 4 of 8. Daar beide restgetallen kleiner zijn dan : 
AS —N=64— 52 = 12, 
isaltijd #; =1 en zijndus3 verdeelingen inderdaad voldoende. 


Zonder omkeering : q=1, Q4 = Lee J1=1l 
2 X 52 

q=?, Qi = A + 1 =21 
3 X 52 


gt Qin [SE] tree 
Met 4 verdeelingen en opstapelingen is men zeker, dat 
X de 11e, 21e, 32e of 42e kaart wordt, naar gelang bij elke 
opstapeling het hoopje met X het 1e, het 2e, het 3e of het 
4e gelegd wordt, van boven af geteld. 
Daar n oneven is, heeft men: 


A +1 
De deeling door A%=64 geeft voor het restgetal : 
R; == 36q — 52 


dat is voor de 4 waarden van g: 48, 20, 56 en 28, dus 
altijd >) A*—N=12. Het blijkt dus, dat hier bij elk der 
4 opstapelingswijzen «;=2 is en derhalve 4 verdeelingen 
beslist noodig zijn. 

Opmerking. Het valt in het oog, dat de som der rang- 
nummers voor a=l en a=?2, alsmede voor qg=leng=4, 
voor qQ=2 en q=3 telkens 53 =52-1 is. Men zal ge- 
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makkelijk inzien, dat in het algemeen twee waarden van 
a, die te zamen A—l zijn, en twee waarden van gq, die 
te zamen A +1 zijn, rangnummers zullen opleveren, waar- 
van de som N41 is. Wij kunnen daarom in de volgende 
voorbeelden volstaan met de berekening van Q „1 Voor 


a? (Al) ens voor g'& HAAT): 
29, Zij N=bl en Á==5 


De DO DS 
dûs.n == 3, | 
Met omkeering : a=1, Q‚ = el + 1=13 
a=2, QSL 5 of QU, = 2% 


Na 4 verdeelingen is X voor a=l altijd de 13e kaart 
en voor a=?2 de 25e of de 26e, naar gelang X bij de laat- 
ste verdeeling in het laatste of in het eerste hoopje lag. 

Wil men weten, of deze rangnummers wellicht reedsna 
5 verdeelingen verkregen worden, dan vindt men voor a =l: 


Rs =50{ AS NED, 
hetgeen aantoont, dat X reeds na de 3e opstapeling de 


13e kaart is. 
Voor a = 2 moet onderzocht worden, of #, al dan niet =2 is. 


Daar N=50=2X2%5=2 AT 
en het restgetal 
| R, =0=2A?—N 
is, zal, volgens No. 16 b en e,‚, #3 =2 zijn, zoodat ook hier 


8 verdeelingen voldoende blijken. 
Voordes rr Aide 80. 


Zonder omkeering : q=1l, Q4 = Eeen J1=9 

| 2 
ger SE 
g=3, QE of Q,= 


q=4, Q,=5l—17=4 
=D, Q4 =5l— 942. 
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Het onderzoek leert, dat ook deze rangnummers alle 
reeds na 3 verdeelingen verkregen worden. 


30, 40 kaarten kunnen in 4 of 5 hoopjes verdeeld wor- 
den. In beide gevallen is n= 3. 


Neemt men A =4, dan is: 
1 X 40) 
met omkeering : a=1, Q4 = RIE J1=l4 en daar 
R;,=8 {A3 —N==24 is, krijgt X dit rangnummer reeds 
na de 3e opstapeling ; 
zonder omkeering: q=1l, Q‚ = en OR Od 


ZED 
q=2, QG SS l6 , Qe=17, 


De N40 AX 16 is, zal. #2 zijn, zoodat 4 
verdeelingen noodig zijn. 


Voor q=3 is Q,= 24 of 25 
” qg=4 » Q4 =32 » 39. 


Neemt men A=5, dan is met omkeering Na altijd deel- 
baar door A —1==4, dus #; = 4, =2. 

BEEN 4 AA X 25 "is, kan ook «#°*=2 zijn. 
Nu is: 

me Na(Af 1) 

BT AE 

Voor a=l is R‚,=15 )» 242 — N==10, dus «, ) 2, zoodat 
4 verdeelingen noodig zijn. 

Voor a=?2 wordt R, =30—25=5{2A2—N==10, dus 
Ly == 2 en zijn alzoo 3 verdeelingen voldoende. 

Zonder omkeering is Nq alleen voor q =3 deelbaar door 
A+-1=6 en dan is #, ==; =?2, zoodat men met 3 ver- 
deelingen volstaan kan. 

Voor q=l of 2 vindt men R; =50 of —=15, dus in beide 
gevallen minder dan A° —N==85, zoodat ook dan 3 ver- 
deelingen voldoende zijn. 


—=240a en R, —= 154. 
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k iguue der goniometrie 


DOOR 


D. J. KRUIJTBOSCH (Den Haag). 


Nadat van de goniometrische verhoudingen bepalingen 
zijn gegeven en nadat de positieve of negatieve toestand 
dier verhoudingen voor hoeken in de vier quadranten is 
vastgesteld, is het veelal gebruikelijk een figuur te ont- 
werpen, waarin deze verhoudingen als lengten van lijnen 
voorkomen. 

Deze figuur dient dan om na te gaan de veranderlijk- 
heid dier verhoudingen bij het veranderen van den hoek, 
om op te sporen hunne grootste en kleinste waarden, om 
na te gaan het verwisselen van teeken in de verschil- 
lende quadranten. 

Ik stel u voor deze figuur als volgt te ontwerpen. 


A 
5 


Beschrijf om het hoekpunt O een cirkel met de lengte- 
eenheid als straal. Trek door O twee onderling loodrechte 
assen, OX horizontaal en OY vertikaal. Projecteer het uit- 
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einde van het bewegende been van den hoek, b.v. A, op 
OX en OY. Trek in A, de raaklijn, die de X-as in D en 
de Y-as in E snijdt. Men leest dan onmiddellijk af uit de 
figuur : 


eG cosa == OB tea AD cols AE! 
seca=—= 0D en cosec a —= OE. 


Op volkomen dezelfde wijze handelt men voor hoeken in 
de andere quadranten, b.v. voor (180 —a), (180 +a) en 
(360° — «), 

De zes goniometrische verhoudingen worden aldus twee 
aan twee op drie lijnen gemeten; de omgekeerde verhou- 
dingen cosinus en secans op de vaste lijn OX, de omge- 
keerde verhoudingen sinus en cosecans op de vaste lijn 
OY, de omgekeerde verhoudingen tangens en cotangens 
op de bewegende lijn DE, Duidelijk ziet men dan, hoe het 
kleiner of grooter worden van de eene verhouding het 
grooter of kleiner worden van de omgekeerde verhouding 
tengevolge heeft. 

De teekenafspraak is de volgende. 

Cosinus en secans zijn beide pos. of neg., wanneer ze 
op de X-as naar rechts of naar links worden gemeten. 
Sinus en cosecans zijn beide pos. of neg, wanneer ze op 
de Y-as naar boven of naar beneden worden gemeten. 
Voor tangens en cotangens is de afspraak iets minder 
eenvoudig. 

Wanneer men in een willekeurig punt dat deel der 
raaklijn trekt, waarop de tangens (cotangens) wordt ge- 
meten, dan is de tangens (cotangens) positief, wanneer 
ze wordt gemeten in tegengestelde (dezelfde) richting als 
de draaiingsrichting van het bewegende been, daarentegen 
is de tangens (cotangens) negatief, wanneer ze wordt ge- 
meten in dezelfde (tegengestelde) richting als de draaiings- 
richting van het bewegende been. 
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Boekbespreking. 


JOHN A. DELL. Some Observations on the Learning of 
Sensible material. 

Journal of Educational Peene sept. 1912. 

In een boekje over experimenteele psychologie, getiteld : 
The Gateways of Knowledge (Cambridge nature study 
series) gaf de schrijver een aantal eenvoudige proeven, 
die men met leerlingen kan nemen omtrent gevoel, reuk, 
smaak, gehoor, gezicht. Het laatste hoofdstuk handelde 
over het geheugen. De Observations betreffen in het bij- 
zonder het onthouden van feiten. 

Vroeger had men uit waarnemingen afgeleid, dat van 
een aantal onderwerpen, die niet in verband staan met 
elkander, alleen de eersten en de laatsten goed werden 
onthouden, terwijl er een regelmatige daling plaats had 
in het aantal personen, dat zich meer onderwerpen bleef 
herinneren dan de eerste en laatste 2 of 3. 

De heer D. heeft nu proefnemingen gedaan omtrent 
herinnering van onderwerpen, die logisch samenhangen, 
en bevond, dat de volgorde waarin zulke onderwerpen 
worden behandeld, van geen invloed is op de mate van 
herinnering. 


LEONARD DONALDSON. he Cinematograph and Natural 
Science; the Achievements and Possibilities of Cinematography 
an Aid to Scientific Research with 23 Mllustrations and a 
Supplement. 

London, Ganes Limited, 1912 2 sh. 6 d. 

Hoewel niet zich bewegend op wiskundig gebied, kan 
dit boek hier toch even vermeld worden, als behandelende 
toepassing op de wetenschap in het algemeen. Een latere 
druk zal ongetwijfeld ook de wiskunde-films noemen, ver- 
meld in W. T., 8en jaargang, bladz. 202, 

De titel geeft aan dat in het bijzonder gelet is op licht- 
beelden van natuurkundige onderwerpen: chirurgie, spijs- 
vertering, hartwerking, vliegende insecten, microben, 
ethnographie, enz. 
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G. DEMARTRES. (Cours de Géométrie infinitésimale, Cours 
de la Faculté des Sciences de Lille. Avec une préface de P. 
Appell. Paris, Gauthier-Villars, 1913. 17 frs. 

Meetkundige onderwerpen moeten worden behandeld 
met meetkunde. Zeer dikwijls wordt hiervan in de hoogere 
wiskunde afgeweken, en worden algebraïsche berekeningen 
uitgevoerd, waardoor de meetkundige kwestie uit het oog 
verloren raakt. Het nieuwe werk doet dit niet, maar be- 
handelt de hoogere meetkunde zoo ver mogelijk met meet- 
kunde, en blijft daardoor elementair bij onderwerpen, waar 
andere werken reeds lang de analyse te hulp hebben 
moeten roepen. | 

Beginnend met bespreking van oneindig kleinen, komt 
het tot het onderzoek eener kromme lijn in de omgeving 
van een punt ervan, dus tot kromming, kromtestraal, os- 
culatiecirkel, aanraking, omhullenden, zonder direct diffe- 
rentiëeren. In het bijzonder worden dan rragegaan: de 
tractrix, kettinglijn, cycloïdes, logarithmische spiraal, ova- 
len van Descartes, caustische lijnen. 

De kinematica in het platte vlak wordt daarna behan- 
deld: eindige verplaatsing en oneindig kleine, pool, rol- 
banen, kromtecentrum, cirkels van Bresse, met toepassing 
op conchoïden, kromme van Watt. 

Van de scheeve krommen worden eerst de spherische 
behandeld, die aanleiding geven om te spreken over 
kromming, hoofdnormaal, torsie, osculatievlak, binormaal 
osculeerenden bol bij andere scheeve krommen. Toepas- 
sing op schroeflijnen. 

Daarna volgen eigenschappen van regeloppervlakken en 
scheeve oppervlakken, ontwikkelbare opp. geodetische 
lijnen, omhullende van een bewegend vlak, opp. gevormd 
door de raaklijn, binormaal en hoofdnormaal van een scheeve 
kromme, krommen van Bertrand, rectifieerend opp. en 
polair opp. van een scheeve kromme, ontwondenen. 

Men ziet, dat hier onderwerpen behandeld worden — 
op zeer eenvoudige wijze —, welke in andere boeken 
veel verder naar achteren worden geschoven. 

De ligging van het oppervlak ten opzichte van een 
raakvlak voert tot de indicatrice, de kromming. van nor- 
maal-doorsneden, theorema's van Euler en Dupin, asymp- 

Wiskundig Tijdschrift, 9e Jaargang. 14 
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totische lijnen, kromtelijnen, theorema van Rodrigues, 
normale kromming, theorema van Meunier, tangentiëele 
kromming, nog eens: geodetische lijnen; navelpunten, 
minimumoppervlakken. 

Na al deze meetkundige beschouwingen volgt de analy- 
tische theorie der kromme lijnen: de gewone formules 
voor raaklijn, normaal, oppervlak, lengte, kromming, krom- 
testraal, ontwondene, de krommen beschouwd als omhulde 
van een bewegende rechte lijn, zoowel in rechthoekige 
als in poolcoördinaten, met toepassing op bovengenoemde 
kromme lijnen plus de ellips, op de bewegingsleer, en 
scheeve krommen Het behoeft niet gezegd te worden, 
dat door de voorafgegane meetkundige bestudeering een 
goed inzicht verkregen is, en daardoor de formules niet 
uitsluitend een aaneenschakeling van letters blijven. 

Door de coördinaten als functie van den boog in een 
reeks te ontwikkelen worden berekend: het verschil van 
een boog en een koorde, het oppervlak van een driehoek 
met oneindig kleine zijden, waaruit nieuwe bepalingen 
volgen voor osculatievlak en osculatiecirkel. Evenzoo 
wordt een viervlak beschouwd met oneindig kleine ribben, 
en daaruit de osculeerende bol verkregen en andere bij 
een kromme lijn behoorende oppervlakken. De kleine 
driehoek voert ook tot de theorie van aanraking van twee 
scheeve krommen, of van een kromme en een oppervlak. 
Toepassing op cilindrische en kegelschroeflijnen en schroef- 
vlakken, krommen met constante kromming, krommen van 
Bertrand. 

De ontwikkelbare oppervlakken en de ontwondenen van 
scheeve krommen worden daarna behandeld. 

Als derde gedeelte volgt de theorie van krommen op 
een oppervlak als boven vermeld, omhulde oppervlakken 
(eycelides van Dupin, kanaaloppervlakken). 

Het vierde gedeelte behandelt kromlijnige coördinaten 
op een oppervlak: ontwikkeling van een oppervlak op 
een ander, geodetische elementen, geodetische cirkels, 
vraagstuk der isoperimetrische krommen. 

Meer in het bijzonder worden nog eens geodetische lijnen 
en geodetische kromming besproken, terwijl een atzonder- 
lijk hoofdstuk gewijd is aan de oppervlakken van den 
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tweeden graad. Honderd vijf en dertig opgaven besluiten 
het boek; daaronder zijn er die een aanvulling vormen 
tot den tekst, waarin de schrijver niet alles heeft willen 
behandelen wat met zijn onderwerp in betrekking stond. 
Een paar vroeger door hem in tijdschriften gegeven nieuwe 
opvattingen heeft hij niet opgenomen. 


De „Publications du Comité Central de la Commission 
internationale de Enseignement mathématique rédigées 
par H. Fehr” geven als 2me série, Fasc. IT van November 
1912 een „Compte rendu du Congrès de Cambridge”, welk 
verslag van te voren was opgenomen in het tijdschrift 
„Enseignement mathématique.” 

Het boek van bijna 100 bladzijden is verkrijgbaar bij 
het Secrétariat-général, 110 Route de Florissant, Genève 
(Suisse) of bij de uitgevers Georg & Co, Genève (2.50frs). 


HENRI DAw ELnIis. Poems, Mathematical and Miscellaneons. 

H. D. Ellis, 12 Gloucester Terrace, Hyde Park, London, 
ei 0 ds 

De wiskundige gedichten vormen ongeveer een derde 
deel van het boekje. 

De meesten hebben betrekking op bijzondere toestanden 
of voorvallen. Een „Welcome to the members of the 5th 
international Congress of mathematicians, Cambridge 1912” 
is los ingelegd, 


RICARDO SECO DE LA GARZA. Les nomogrammes de U Ingé- 
nieur. Avec une préface de Maurice d’Ocagne. 

Paris, Gauthier-Villars, 1912. 12 frs. 

In den ben jg. bladz. 184 en len jg. bladz. 198 werd ge- 
sproken over de Nomographie, de schepping van d'Ocagne, 
waardoor omslachtige berekeningen worden vervangen 
door een enkele aflezing op een teekening. In zijn groote 
werk, dat in 1899 verscheen bij bovengenoemden uitgever, 
sprak d'O. zijn meening uit, dat handboeken voor de prak- 
tijk, naast de formules ook rekenplaten (nomogrammen) 
zouden geven. Zijn denkbeeld is thans verwezenlijkt. 

Het uit het Spaansch vertaalde werk van Seco de la 
Garza geeft de praktische mededeelingen noodig voor 
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uitvoering van bouwkundige werken vergezeld van 85 
rekenplaten, die voor 12L verschillende berekeningen 
kunnen dienen. 


ALFRED KIRSCHKE. Die darstellende Geometrie des Maschâ- 
nentechnikers. Hilfsbuch für den Unterricht an technischen 
Schulen, zum Selbstunterricht und für den praktischen 
Gebrauch. | 

Leipzig, Seemann & Co., 1912, 8 Mark. 

Leeraren in beschrijvende meetkunde, die eens willen 
zien, wat een overgroot aantal toepassingen gemaakt kan 
worden met behulp van een beperkt aantal grondeonstruc- 
ties, vinden hier ruime keuze. De voorbeelden zijn op een 
enkele na ontleend aan de werktuigbouwkunde. De door- 
dringing van prisma’s, pyramiden, cilinders, kegels en 
bollen onderling spelen hierbij een grooten rol. Er zijn 
zeer duidelijke en flinke teekeningen ; de uitslagen van de 
doorboorde lichamen zijn uitvoerig besproken. 

Voor leerlingen van technische scholen is het boek 
uitstekend, 


Dr. ALOYS MürLER. Uber eine Verallgemeinerung des Be- 
griffes der Zentrifugalkraft. 

Wissenschaftliche Beilage zum Jahresbericht des Lyzeums 
der Urselinen zu Köln. Ostern 1912. 

Door een discussie over. eb en vloed, kwam de schrij ver 
tot een meer algemeene opvatting van de centrifugaal 
kracht, waardoor hij een moeielijkheid oploste, die hij niet 
had kunnen overwinnen met de gewone opvatting. 


J. J. MILNE. An elementary Treatise on C'ross-ratio-Geo- 
metry, Cambridge Unwersity Press. 

De theorie der anharmonische verhouding reeds in de 
oudheid behandeld door Apollonius en Pappus, heeft in de 
moderne tijden hare ontwikkeling in de eerste plaats te 
danken aan Mörrus, Der barycentrische Calcul, 1827, en aan 
CHARLES, Apercu Historique (Note IX) 1837. De gevierde 
schrijver van de Weekly Problem Papers was echter de 
eerste om aan deze theorie een afzonderlijk leerboek te 
wijden, dat keurig uitgevoerd met talrijke vraagstukken 
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en geschiedkundige aanteekeningen voorzien, wel in staat 
is een degelijke kennis van dit onderwerp te verschaffen. 
Vooral de toepassing op de kegelsneden is uitvoerig be- 
sproken. 


WILHELM OSTWALD. Der energetische Imperativ. 

Leipzig. Akademische Verlagsgesellschaft 1912. 

Hoewel dit werk zich niet op wiskundig gebied beweegt, 
moet toch de aandacht er op gevestigd worden met het 
oog op enkele hoofdstukken en enkele denkbeelden van 
den schrijver, bijv. op de eerste en de vierde Abteilung : 
„Philosophie” en „Unterrichtswesen”. Een der denkbeelden, 
welk ongetwijfeld zal worden verwezenlijkt, is die omtrent 
de eenheid van formaat van drukwerken. Zijn voorstel is 
om alle papieren de afmetingen te geven. 1 X V2, 2 X 2, 
2 DOK Art dE De AVD X 8,8 XX 82, BVD X 16, 
16 X 16V2, enz. De Wereldvereeniging der scheikundigen 
heeft reeds besloten hierop in te gaan. 

In het algemeen zijn de denkbeelden van den schrijver 
gericht op besparing van arbeid. De energetische impera- 
tief luidt: „Verspil geen energie, maar gebruik ze”. Het 
werk is zeer lezenswaard. 


J. RÖMERT. Der praktische Mathematiker Buchdruckerei 
des Waisenhauses, Halle a/S., 1912, 4 Mark. 

Aan het gebrek aan inzicht in eenvoudige meetkundige 
bewijzen tracht de heer R. te Halberstadt, tegemoet te 
komen door den leerlingen een doos in handen te geven 
met vierkante en driehoekige blokjes en een paar paral- 
lelogrammen, waarmede hij een groot aantal figuren kan 
vormen, en in het bijzonder het veranderen van een figuur 
in een andere met evengroot oppervlak kan doen zien. 

Hij deelt mede, dat bij een aantal leerlingen, welke de 
gronden der meetkunde niet goed hadden verwerkt, de 
blokjes met goeden uitslag werden toegepast. 

Een boekje met beschrijvingen is toegevoegd als „Wis- 
senschaftlicher Teil”, 

Bovendien is er nog een „Unterhaltungsteil”, waarin van 
een aantal figuren alleen de omtrek is gegeven, en de 
ligging van de blokjes daarin moet gezocht worden. Dit 
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komt overeen met een bekend speelgoed, en is ook als 
zoodanig bedoeld. 

In de doos zijn de blokjes zóó opgeborgen, dat ze de 
figuur van het theorema van Pythagoras vormen. 


The Courtis Standard Tests in Arithmetic. S. A. Courtis, 
Home and Day School, Detroit, Mich. U. S. A. 

Door eenvoudig rekenwerk te laten maken in een be- 
paalden tijd vergelijkt de heer C. de vorderingen van ge- 
heele klassen, en van geheele scholen. Hij stelt kaarten 
beschikbaar, waarop de opgaven zijn gedrukt, welke door 
de leerlingen moeten worden beantwoord. In den zomer 
van 1911 werden vijftienduizend kaarten door hem ver- 
zonden, waarvan tienduizend ingevuld terugkwamen. 

Door de proefnemingen aan het begin en aan het eind 
van een cursus te nemen, verkrijgt men ook een overzicht 
van den achteruitgang der leerlingen in de vacantie. 


J. VALLORY. Legons de Géométrie à l'usage des écoles nor- 
males et de toutes les écoles de Venseignement primaire superieur. 

Caen, Chez l'auteur et chez L. Jouan, 1911. 

De schrijver volgt hierin een geheel anderen weg dan 
anderen, Hij wil de leerlingen zoodanig opleiden, dat zij 
de verschillende bewijzen op logischen weg kunnen terug 
vinden, en daarbij niet uitsluitend zijn aangewezen op hun 
geheugen. Daarom stelt hij eenige algemeene denkbeelden 
voorop, daarbij het voetspoor volgend van Méray wat be- 
treft het vermengen van planimetrie en stereometrie, het 
gebruik van translatie, en van strooken. 

Daarna laat hij eenige groote theorieën volgen : even wij- 
digheid, loodrechte stand, homothetie, symmetrie. Deze 
worden later toegepast op figuren : cirkel, driehoek, veel- 
hoek, omwentelingslichamen, veelvlakshoeken en veelhoe- 
ken. Het laatst komen berekeningen van lijnen, oppervlak- 
ken en inhouden. 

De gewone bewijzen moesten worden vervangen door 
meer intuitieve. | 

De symmetrie wordt vooropgesteld; voor den cirkel 
geeft dit groote voordeelen. De cirkel wordt op zijn beurt 
gebruikt voor de studie van den driehoek. 
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De omwentelingskegel wordt als analogon gebruikt van 
den cirkel. 

De inleiding geeft verklaring van de woorden : definitie, 
postulaat, theorema, onderstelling, bewijs, bewijs uit het 
ongerijmde, enz. De bedoeling van den schrijver is niet, 
dat deze mededeelingen uit het hoofd worden geleerd, 
maar dat zij besproken worden, en er telkens weder op 
wordt teruggekomen, als het noodig is. 

Het le gedeelte bespreekt eigenschappen van rechte 
lijn en vlak. Lang wordt gesproken over optellen, aftrek- 
ken en vermenigvuldigen van lijnen, meetbare en onmeet- 
bare lijnen, veranderlijken en functies, coupures, verzame- 
lingen, bewerkingen met onmeetbare getallen, limieten. 

Daarna behandelt schr. bewegingen: verschuiving en 
draaiing. Hoeken en bogen worden achter elkander be- 
handeld. 

Een volgend hoofdstuk spreekt over gebroken en gebo- 
gen lijnen in het algemeen. 

Het 2e gedeelte behandelt den stand van lijnen en vlakken. 
Naast het begrip strook (tusschen evenwijdige lijnen) geeft 
schr. ook het begrip muur tusschen twee evenwijdige vlakken. 

Doorsnijding van twee strooken geeft een parallelogram. 

Bij den loodrechten stand van lijnen en vlakken wordt 
de door Méray ingevoerde toton gebruikt, nl. een vlak 
met een loodlijn daarop. 

Harmonische verdeeling gaat vooraf aan gelijkvormig- 
heid, waarbij de homothetie (ook in de ruimte) aansluit. 

De symetrie wordt eerst ten opzichte van een as geno- 
men; cirkel en gelijkbeenige driehoek komen daarbij ter 
sprake, en meetkundige plaatsen (ook in de ruimte). 

In het 3e gedeelte wordt dan de cirkel afzonderlijk be- 
handeld,ook een stelsel van twee cirkels. Daarna de driehoek. 

Van de veelhoeken worden vierhoeken besproken: de 
verschillende bijzondere en de regelmatige veelhoeken. 

Van de lichamen de algemeene cilinder, kegel, omwen- 
telingslichamen, en bol. 

De veelvlakshoek wordt behandeld in verband met den 
omwentelingskegel. 

Pyramide, prisma volgen daarna. De regelmatige licha- 
men worden niet behandeld. 
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De berekeningen in het 4e gedeelte beginnen met den 
rechthoekigen driehoek, en koorden in een cirkel, sinus 
cosinus en tangens; projectiestelling, sinus- en cosinus- 
regel; macht, middelevenredige; zijden van regelmatige 
veelhoeken. Verder: lengte van een cirkelomtrek ; opper- 
vlakken, inhouden. 

Ten slotte volgen 664 vraagstukken. 


Bewijs dee biggeclrice-eigenschappen. 


In fig. 1 is AD de bissectrice 

van ZA. Stellen we: 
CD =p en. BDS 

De, betrekking b:c mm 
eenvoudig te bewijzen door ge- 
lijkvormigheid; als we trekken 
DE //AB en CE// AD, dan blijkt 
hieruit: „pig =DE 

Verbinden we A met E, dan is 

Fig. 4. trapezium ADCE gelijkbeenig, 
waaruit volgt: DE =b. 

Uit dezelfde figuur is de bissectrice eenvoudig te bereke- 
nen ; immers, passen we op ADCE de stelling van Ptolemaeus 
toe, dan komt er: b?=—=p? + AD X EC, 
terwijl de reeds ge- ne 
bruikte gelijkvor- 
migheid der AA 
ADB en ECD aan- 
leiding geeft tot: 


b 
EC =AD X jp | 5 B ea 
b | il sal 
en nn | Ee ere 
| 7 — 

kenen ander gen ine Bes 
substitueerd geeft: | / 7 

2 b 2 b Kl 
b* == pg À + AD PS N 


of; AD? =be — pg. Fig. 2. 
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Onafhankelijk hiervan vindt men op overeenkomstige 
wijze de eigenschap en de berekening der buiten-bissectrice. 

Zij in fig. 2 AD de bissectrice van den buitenhoek van 
Aen stel verder: CD =p en BĲ ==g. 

Trekken we weer DE//AB en CE//AD, dan volgt weer 
uit de gelijkvormigheid der AA ADB en ECD: 


p:qg=DE"e. 
_Nu is echter het trapezium ADCE gelijkbeenig, waaruit 
volgt: DE =b. 


Trekken we nog de diagonaal AE en passen we de stel- 
ling van Ptolemaeus toe, dan komt er: 
p?=b? + AD X EC, 
terwijl de reeds gebruikte gelijkvormigheid der AA ADB 
en ECD aanleiding geeft tot: 


EC = AD xe BD 
Een en ander gesubstitueerd geeft: 
pig =D HAD?E of AD*=pg be. 


lS 


Den Haag. D. J. KRUIJTBOSCH. 
Vit Buitenlandsche Tijdschrilten. 
209. Vraagstuk over reeksen. 


Van welke rekenkundige en meetkundige reeksen stem- 
men de eerste, derde en vierde termen overeen ? 

Zijn de reeksen a, atx, ad ?2x, a3x en a, ay, ay?, 
ay®, dan moet men hebben: 

äaF2r=ay sad 3r=ay? 

dus 2ys —3y2 H1=0 
of y— 1)? 2y 1) =0. 

Behalve de oplossing y=l, #=0 kan men dus hebben 
Dn AO To gn pe 

De reeksen worden dus: 

p a, al Ee 


a a 


a 
rn 


BOR B | 
Q. Plisson, J. d. M. E., 1911, XXXVI, 


218 


210. Vooruitgang van het metrieke stelsel. 


Van den vooruitgang, die het metrieke stelsel maakt, 
werd hier reeds meermalen (zie Jrg. III, bl. 29; Jrg. V, 
bl. 17; Jrg. VII, bl. 219) verslag gegeven. 

Thans kan hier aan worden toegevoegd, dat op 1 Janu- 
ari j.l. het stelsel op Malta ingevoerd is. Eveneens was dit 
het geval bij de staten Nicaragua, Honduras, Costa Rica, 
Guatemala en San Salvador. Op 1 September a.s. wordt 
het stelsel van kracht in Bosnië en Herzegowina. 

Ook Siam heeft zich bekeerd en te Sêvres zijne stan- 
daarden besteld. Na twee jaar zal het gebruik van het 
decimale, metrieke stelsel verplicht zijn. 

Men mag dus zeggen, dat Gram en Meter voortgaan ie 
wereld te veroveren. 


Q. 
Zij Betrekkingen in den driehoek. 


De deelliĳjnen van een driehoek snijden elkander in N 
en de zijden in D, B, F. Men heeft nu als O en O’ de 
inhouden zijn der driehoeken ABC en DEF: 

OXX ND:NE., NES 20 Dek za 
Barisien. Mathesis 1911. Question d'Examen. 1546. 


212. In „De Auto” No. 5 en 6 van 30 Jan. en 6 Febr. 
1913 behandelt Dr, Werndly de fouten van het stuur- 
mechanisme der automobielen. (Men zie W. T. Sen jrg. 
bladz. 129.) 


215: Eigenschap van een boldriehoek. 


De eigenschap van een driehoek, waarin A =?2B is, ge- 
noemd onder 177 bladz. 132, Jrg. VIII, blijkt een oude 
bekende te zijn. Ze is in 1877 opgegeven op KI en heeft 
ook reeds in verschillende buitenlandsche tijdschriften ge- 
staan. 

VISSCHERS heeft van deze eigenschap een analogon ge- 
vonden voor den bolvormigen driehoek. Als A =2B is, 
heeft men | 

cos a —= cos b cos c + sin b sin c cos 2B. 

Daar 
sin2B __ sina 


COD Senb meng 
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is, vindt men na eenige herleiding 


cos a = COS (b + tc): cos Lc. 
Q. Mathesis 1911, Note 21. 


214. Vierhoek met één paar gelijke overstaande zijden. 


In Catalan’s Théorie et Problêmes komt (I 13) de stelling 
voor, dat als in een vierhoek twee overstaande zijden ge- 
lijk zijn, de projecties dezer zijden op de lijn, die de mid- 
dens der andere zijden verbindt, aan dien mediaan gelijk 
zijn. 

Van deze stelling noemt ETIENNE de volgende uitbrei- 
ding, die op overeenkomstige wijze aan te toonen is. 

Op de zijden AB en BC van een gegeven driehoek ABC, 
waarvan basis en tophoek constant 
blijven, neemt men de constante 
stukken AD en EC en kiest op AC en 
DE de punten P en Q zoodanig 
dat AP:PC=DQ:@QE. PQ, zal dan 
ook een constante lengte behouden. 
Trek FQ en GQ evenwijdig en 
gelijk aan AD en CB, dan worden 
de driehoeken FAP en GCP ge- 
ASL P C _liĳkvormig en zijn dus F, P, G 

} collineair. Dus blijft A FQG con- 
gruent met zich zelf als E zich verplaatst en hierin blijft 
PQ de lijn, die uit Q getrokken den basis in reden van 
AP:PC verdeelt. 

Beschouwt men nu het geval AD =CE, terwijl P en Q, 
de middens van AC en DE zijn, dan wordt PQ de mediaan 
in den gelijkbeenigen driehoek FQG en heeft men de 
stelling van CATALAN voor vierhoek ADEC. 

Q. Journ. de Math. El. XXXVII. 912. 


210: Eigenschappen van een koordenzeshoek. 


Zoo in een koordenzeshoek de diagonalen, die over- 
staande hoekpunten vereenigen, door één punt gaan, zijn 
de producten der niet op elkander volgende zijden gelijk 
(fig. 1). Men heeft: 
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AB: DE =0B:0OD 
CD:EA =0C:0OA 
EE: BO == 0OC 


dus AB XCD XEF: BC X DE X FA = 
—= OB X OE: OA X OD =1. 


Deze eigenschap is door REINHART als Fia val 
noot toegevoegd bij de Fransche vertaling E 
van Ball's Mathematical Recreations and Problems. In 1911 
werd ze door KRUIJTBOSCH ook gegeven in het Nieuw 
Archief X bl. 36. 

Er is nog een aardige stelling over een willekeurigen 
koordenzeshoek door PROUHET in 1865 in de Nouv. Anna- 
les de Math. bekend gemaakt, maar die dreigt verloren 
te gaan zooals veel, wat in oude jaargangen sluimert. 

De stelling van PROUHET is deze: 

In een koordenzeshoek is het pro- 
duct der diagonalen, die overstaande 
hoekpunten vereenigen gelijk aan de 
som dezer diagonalen, elk vermenig- 
vuldigd met de zijden, die met hem 
geene eindpunten gemeen hebben, 
vermeerderd met de som der produc- 


Fig. 2. ten der niet op elkander volgende 
zijden. | 
Men heeft: 
in ACDE: —x X EC Hd XAC Je X ABE=0 
in ABCE: ax EC—yXACHbXAE=0 
in ACEF': f X EC He X AC —zXAE=0 
dus 
xe d Cc 
ay bi=0 
f eZ 
of xyz == be + yef + zad + ace + bdf. 


Voor het geval c en f nul worden, wordt z=&# en gaat 
deze stelling over in het theorema van Ptolemeus. 


Q. 
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216, Een stereometrisch vraagstuk. 


Van twee rechten xx’ en 
yy’ zij AB de kortste af- 
stand; een rechte PQ, be- 
weegt zich nu zoodanig dat 

AQ + BP = PQ 
blijve. PQ zal nu steeds 
den bol moeten raken, die 
AB tot middellijn heeft. 

Zij M het midden van 
AB en het punt T zooda- 
nig gelegen, dat AQ = QT 
Gmb pB Zij. Fig. 1. 

Dan is: 


MQ? = MA? + AQ? = MA? + QT? 
MP? = MB? + BP? —= MB? + PT?, 
dus MQ? — MP? = QT? — PT?, 

Dit zegt, dat MT | PQ staat. Uit congruente driehoeken 
volgt nu MA = MT = MB, waarmee de stelling bewezen is. 

Hoe ligt de contactkoorde ? 

De drievlakshoeken QAMT en PBMT zijn gelijkbeenig, 
dus ligt T evenver van het vlak MAQ als A van het vlak 
MQT, d.i. van het vlak MQP. Eveneens ligt Bevenver van 
het vlak MQP als T van het vlak MBP, T ligt dus in het 
vlak of liever in een der beide vlakken, die de standhoeken 
der tweevlakshoeken gevormd door de vlakken XAB en 
YBA middendoor deelen. 

Men heeft zoo BX’ // AX ware: 

PQ? =AB? + AQ? + BP? = (AQ + BP)? 
dus AB == ACHSEBP; 

dus blijft bij de beweging het laatste 

product standvastig. Omgekeerd zal 

ook, indien de laatstgenoemde eigen- 

schap van PQ gegeven ware, de 

eerstgenoemde optreden. 

Deze stelling is (fig. 2) op de vol- 
gende wijze uit te breiden. 

Zij M het middelpunt van een bol, 

Fig. 2 waaraan «a en yy’ raaklijnen zijn 

in de punten A en B, PQ bewege zich nu zoodanig langs 
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deze rechten, dat PQ = AQ + BP blijve; PQ zal dan ook 
den gegeven bol aanraken. 

Immers zij QA=QT en PB =PT dan zullen de bol- 
len met Q en P tot middelpunten en QA en PB tot stra- 
len elkander in T aanraken. M heeft ten opzichte dezer 
bollen een zelfde macht en ligt dus in hun machtvlak, 
dus TM | PQ. Nu zijn de AA QAM en QTM congruent, 
dus TM=MA. PQ raakt derhalve ook den gegeven bol. 


Q. Reynoud en Recoing, & Education 
Mathematique. XLI. 1911, 
217. Eigenschap van een kubus. 


Een kubus wordt door een vlak gaande door een dia- 
gonaal van een der zijvlakken en het midden eener ribbe, 
die met dat zijvlak evenwijdig loopt, verdeeld in reden 
van 7:17, 


Q. L’Education math. 1912. Quest. 8398. 
Lef Eigenschap van een parallelogram. 
7 r g E is een willekeurig punt op BC, F 


ligt op AE. Nu is: 
A FED +AAFD=AAED=i par. AC 
A BFC + A AFD 


A 2 —=tpar. AC 
Dus A FED = A BFC. 
Q. LL’ Education math. 1912. Quest. 3430. 
219. Eigenschap van een trapezium. 


XA en ZC loopen evenwijdig. AZ en CX snijden elkan- 
der in B. Een lijn door B evenwijdig AX getrokken snijdt 
XZ in Y. Men heeft nu: 

ART HOATE SB 
Q. Bower, Math. Gaz. 1911. Query 74, 


220. Eigenschap van een driehoek. 


Elke lijn door het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel van een driehoek verdeelt omtrek en inhoud in . 
dezelfde verhouding. 

Ook het omgekeerde is waar, maar het bewijs is dan 
minder eenvoudig te geven. 

Q. Lemaire. Interm. 1912. Question 8794, 
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221. De snelheid van een vliegtoestel 
is volgens A. Berget (Comptes-Rendus 1912, bladz. 963.) 
F 


Myriameter per uur als F het aantal paardekrachten van 
den motor voorstelt, S het dragend oppervlak van de 
vleugels in vierkante meters, en A een constante is, die 
bij 6 ééndekkers, en 5 tweedekkers bleek in te liggen 
tusschen 7 en 8. V. 


22 Het theorema van Pascal. 


Als het eenvoudigste en aanschouwelijkste bewijs voor 
de stelling van Pascal geeft SCHÜLKE in het Zschr. f. math. 
u. naturw. Unt. XLII. 1911 het volgende. 

Voor een zeshoek (fig. 1) 123456, waarvan twee zijden 

| 12 en 45 evenwijdig loopen is de 
eigenschap spoedig ingezien. 

Daar A63B een koordenvierhoek 
is, heeft men: 

SA X S3 == SB X 56 

S4 Xx S3 = S5 X S6 
dus SAsS4=SBS5 
dus loopt AB//45. Het oneindig 
ver gelegen snijpunt van 12en45 
ligt dus ook op AB. Door centrale projectie volgt hieruit 
de eigenschap voor een zeshoek in een kegelsnede. 

Hoewel dit bewijs eenvoudig is, wordt er toch van een 
beginsel gebruik gemaakt, dat nu juist niet tot de elemen- 
ten der meetkunde gerekend kan worden. In verband 
hiermede moge het volgende streng Euclidisch bewijs 
meegedeeld worden, dat Davis 
in de Repr. Educ. Times, 
LXXIV, 1901 gegeven heeft. 
Door hem wordt slechts ge- 
bruik gemaakt van stellingen, 
die in de elementen van 
EUCLIDES voorkomen; noch 
anharmonische verhoudingen, __—{ 
noch het theorema van MENE- =” f 
LAUS worden toegepast. Fig. 2, 


Riett: 
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Zij ABCDEF fig 2 een koordenzeshoek. Verleng ABen 
DE tot zij elkander in G, AF en CD tot zij elkander in K 
snijden. GK snijdt BC en den omgeschreven cirkel van 
ADFK in Hen P. Verbind F met H dan zal aangetoond 
worden, dat HFE een gestrekte hoek is. 

PDBG is een koordenvierhoek, want 
180° —/ DPG =/ZDPK =/Z DFK =180°—/ DFA =Z DBG 

Ook zijn de punten P, F, B, H concyclisch, want 
ZEPH =180° —/FPK =/ZEDK=/ZFEFBC 180 EREN 

Uit het laatste volgt: 

ZBFH=/BPH=/ BPG =ZBDE=180° — 4 BEE: 

dus gaat EF ook door H. 


Q. 


2923. Een meetkundige plaats in de Stereometrie. 


PP, QQ, RR zijn drie elkander kruisende rechten. 

Een vlak, dat zich evenwijdig met een vast vlak V 
verplaatst, snijdt deze lijnen in A, B, C. 

Wat is de m.p. van het zwaartepunt van A ABC? 

x Het antwoord is eenvoudig te 
geven met behulp van de vol- 
gende stelling: als een lijn AB 
zich zoodanig langs twee rech- 
ten PP en QQ verplaatst, dat 
zij evenwijdig blijft aan een vast 
vlak, dan zal een punt M, dat 
AB in een constante verhouding 
verdeelt, een rechte lijn LL 
doorloopen. 

Zij M‚, een punt der m.p. ge- 
legen in het vlak V en M eenig 
ander punt, dan zal dus 

EL A, M,:M, B, =AM:MB. 

Trek AD gelijk aan en evenwijdig met A, B, en MN 
evenwijdig met AD, dan is dus MN constant in richting 
en grootte. Daar B‚N een vaste lijn is in het vlak QB,X 
zal ook M een lijn LL doorloopen, evenwijdig met BN. 

De rechten PP, QQ en LL loopen derhalve evenwijdig 
met eenzelfde vlak. 


ten „ va 
e zee kN 
S 


ä 
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Hieruit volgt nu, dat de gevraagde m.p. weder een 
rechte lijn is. Immers het midden E van BC zal een 
rechte lijn beschrijven en hetzelfde is het geval met het 
punt het punt Z, dat AE in reden van 2:1 verdeelt. 


Q. Cabiro, PEduc. Math. XV. 1912. 


224, Isotomische driehoeken. 


Zijn A, en A, enz. isotomische punten op de zijde a, 
enz. van A ABC; d. w.z. dat A, èn A, symmetrisch 
liggen ten opzichte van het midden dier zijde. 

Bekend is, dat de AA A, B, C, en A, B, C, en ook A; 
B, C, en A, B, C, gelijk zijn, A nieuwe And ziet 
nu Duònz: 

AA, B, C, +AA, B, C, +AA,B,C, + AA,B,Cs = AABC. 

Ap Mathesis, 1912, Note 20. 


225. Eigenschap van een driehoek als A —=  2B is. 


Van dezen driehoek geeft BARISIEN de volgende eigen- 
schappen, die echter reeds meer bekend gemaakt zijn : 

1) e=b(l+2e0osÂA) 

2) a? =b? + be 


C—b 
8) COS JN == ej 
Ee GHO 
BCO Da 
5) r:r,=(a—b):(a +6). 
Q. Mathesis, 1912, Question 1578. 
"226; Algebraïsche identiteit. 


Om aan te toonen dat: 


stap) (oes ge a NN (Bp) (u 9) 
(a—b)(a—ce)late) (at (bt v)(e + w) 
gaat GOUBAULT als volgt te werk. Stel 


LEENE AE OPT 
(a + (Bb + #)(e 4x) zi SEE cx 
Deze gelijkheid moet voor alle waarden van « juist 
wezen; zij zal zulks zijn als ze juist is voor de waarden 
— a, —b, —C. 
Wiskundig Tijdschrift 9e Jaargang. 15 
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Dan heeft men voor 


L=—d: (a Jp) (a dq) =A(a—b)(a—e) of 
A (etP)(atg) 
(a —b) (a— €)" 
Zoo ook 
ien, bp) bg) 
(b—c) (a —c) 
te ner DRE) 
(ce —a) (c —b) 
waarmee de identiteit bewezen is. 
Q. Journ. de Math. El. 1912, bl. ö. 
Lr. 2ön8 = B 32 is een 17-voud. 


De gegeven vorm is 
8 X 3 IX 15 =8(1T +15) 49.157 =11-voud. 
In het algemeen heeft men dat 
(abe db (a—e) een veelvoud van a is. 


Voor a =17, b=15, c=8 heeft men de vorige eigenschap. 
Q. Deniau. Journ. de Math. El. 1912, Dl. 81, 


228. gel — Sn—9 is een 64-voud. 
De vorm is te schrijven als 
TEN Cm Eje — 
12 (8-voud + 7) — 8n —= 64-voud. 
In het algemeen is 
(a IP — ap —1 deelbaar door a?. 
Immers 
a PE a (pt Da + IP — ap — 1 (at) + pat. 
Is dus de stelling waar p dan ook voor p +1 en juist 
is zij blijkbaar voor p =1. 
Anagnoste. Journ. de Math. El. 1912, bl. 16. 


2929, Relations entre les distances des centres des cercles 
tritangents a un triangle, 


1. Soit A ABG, O, 0, Oy, O, les centres des 4 cercles 
tritangents; on sait que les milieux des 6 distances de ces 
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4 points sont sur le cercle des 9 points du triangle 
0,0,0, qui est en même temps le cercle circonscrit au 
triangle ABC. Si B, F, C sont les milieux de O, 0,0, O0, 
O, 0, on a puisque 

ZECF=90%, (#0, 0)? +(50, 0)? =(2R)? 


ou 0,0? +0, 0,7 =16R? 
ou posant 0, 0=i,0, 0, =ur 
thu =d Hij =H IR 


et par addition _ 

GrHijt Hi) Flug Hut Hu, )=48R? (A) 
c'est-à-dire que la somme des carrés des 6 distances des 
4 centres des cercles tritangents vaut 48 R?, 

2. En designant par M et P le centre du cercle des 9 
points et du cercle circonscrit au A O, O, O, et posant 
MO =d, MO =d, MO, =d,, MO, =d, 

on sait que ded dd td t=l2R? 
et dans le A OPO, on a aisément 

2d 2 =AR? Ji? —2d? 
et les analogues pour d p d, ; par suite 
ed bt dj 12 RE Ad Helt Ht Lt 2) 
ou didi di =ER(2R re) (B) 
et Ur tue tu ERGER) (C) 


B. Mais i,? —2(d,? 4d?) —AR* —AR (r‚—r)= SE 
De même u, *= 16 R? —4R rr) 
he AR Ta ER DO 
fg b(8—e) (se —b}(8-—e) 
De plus (2d)? =9(2R)° — (u 2 Hu HU *) 
et puisque 2d=PO est la ligne d'Euler du AO, 0, O,, 
on peut écrire en appelant E sa longueur et a’ b’ c’ les côtés 
E? —=9R/2 — (a/? a b?2 ej 2) 


EN at det a Hd € HVC) 
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trouvée par Euler en 1763 et retrouvée par une voie 
analytique par Feuerbach en 1822. 
Th. Jensen. Nyt Tidsskrift 1912, p. 48—50. 
Dr. J. ROSE. 


230. Droite d'Euler. 


On sait que si un point P a pour puissances I, I,, LL, 
I, et O par rapport aux cercles tritangents et un cercle 
circonscrit a un \ ABC, on a 


Itt bore 40de Dane 


1’. Si P est le centre M du cercle circonscrit, cette 
relation donne | 
16 RE (PE Ere rp ee 
20, Si P=Z0, on peut écrire 


ee Hij it rd re fp ter 


— SR (2R — 7). 
SiP=0,onai? duz? tu? =ER(R Hr) 
d’oû Ei dEu,?=48R? 
et Euy?=8RAER tr") 


par suite du Tir =d F4 TOR 
te dr re) 
80. Soit H et N Yorthocentre du A ABC; 
EN =NM= 5. 
Si PZN, on a 
Et == OR? (att beter r ET TN 


N. Solberg. Nyt Tidsskrift 1912, p. 84—89. 
Dr. J. ROSE. 


231. Een koordenvierhoek te construeeren, waarvam de 
vier zijden a, b, c‚, d gegeven zijn. 
AB =d, BO=Sb, CDS GDA 
Veronderstel a) b)c)d, daar indien er één oplossing 
is, de andere ook gevonden kunnen worden, 
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Verleng DA met DA’=DB; pas op DB DB’ == DA af. 
A’ B’ snijdt DC in C’. Men heeft aldus een inversie uitge- 
voerd met D als centrum en DA X DB tot macht, C/ is 
dus het inverse punt van C. Uit de gelijkvormigheid van 


driehoeken DBC en DCB’ volgt BC’ =b X „en uit die 


der driehoeken DAC en DC’A’, D= ek bovendien is 
DrAriAB 


Men begint dus met A’/B’=a uit te zetten; het punt 
C’ wordt daarna geconstrueerd. Men vindt het punt D als 
snijpunt van twee cirkels. 

Discussie a <b + ed, opdat de twee cirkels een snij- 
punt zullen hebben. Naar B. Niewenglowskì, 

G. Rev. de Ens. des Sciences 1912. 


232, Een driehoek ABC te construeeren, indien gegeven 
zijn: de basis a, de tophoek A, en de bissectrice AD (d) 
van dien tophoek. 

Beschrijf in de analysefiguur een cirkel, die gaat door 
B en C en welks middelpunt O ligt op AD; deze cirkel 
snijdt AB in B’, AC in C’ en de bissectrice AD in de pun- 
ten E en F. 

De punten A, E,‚,D en F' liggen harmonisch, zoodat dus 
IA? =IE X IF = 10? — R?, als I het midden van AD en R 
de straal des cirkels aangeven. Deze straal kan gecon- 
strueerd worden, daar in A BB’C, BC en de overstaande 
hoek BB’C—=90° —4A bekend zijn. Daarna kan ook IO 
geconstrueerd worden en is het vraagstuk opgelost. 

G. Naar J. Lemaire, 

Rev. de U Ens. des Sciences 1912, 


233. In het Z. f. Realschulwesen XXXVIII, Heft III, 
bl. 141, geeft P. v. Schaewen oplossingen in geheele ge- 
tallen van de rechthoekige vergelijkingen ay + ba + cy =d, 

an? bay J- es J- dy =e, 
abra? ey?) dae Hey=f, 
ax? jd bay + ey? + de Hey=f (waarin b? —4ac een posi- 
tief kwadraat is), waarmede de oude Indiërs zich reeds 
bezig hielden. 


R. Ms 
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234. In de Annaes da Academia Polytechnica do Porto 
1912 geeft Fernando de Vasconecellos een verhandeling 
„Sur la rotation des forces autour de leurs points d’appli- 
cation et Yéquilibre astatique.” Na een inleiding, waarin 
Daniël da Silva wordt aangewezen als een in vergetelheid 
geraakt schrijver over dat onderwerp, die onafhankelijk 
van Möbius en Minding werkte, bespreekt schr. : Conditions 
de Y'équilibre astatique ; Réduction d'un système de forces 
tournantes ; Réduetion en un point déterminé. Ellipsoïdes 
de da Silva et Darboux; Conditions géométriques et ana- 
Iytiques de réduction; Etude des différentes positions 
d’équilibre; Réduction par forces parallêles; Position de 
Yaxe central, etc.; Des axes principaux de rotation de 
Möbius; Positions particulières de lY'équilibre. 


285. Over het Zeilen van Vogels geeft L. Thouveny in 
de Comptes-Rendus van 25 Nov. 1912, bl. 1068 de volgende 
beschouwingen: Een 
vogel kan op drie 
wijzen handelen: 

le. Hij beschrijft 
bij tegenwind een 
baan GGG, (fig 1) 
in een vertikaal vlak 
gelegen. Gp —= abso- 
lute snelheid, 

rp — snelheid van 

Fig. 4, den wind, dus 
Gr =relatieve snelheid. 

De vogel ondervindt dus weerstand in de richting rG; 
hij wordt door dezen gedraaid, zoodanig dat de druk GC 
op de vleugels een kleinen hoek « maakt met de normaal. 
Als die hoek kleiner is dan 2, dan is er een ontbondene 
GE die den vogel voortdrijft. 

2e. Bij wind achter, dergelijke beschouwing. 

de. rp snelheid van den horizontalen tegenwind. De 
vogel beschrijft een baan G, GG, in het horizontale vlak 
XY. Gr==relatieve snelheid. GE AA kracht, als 
B) a’, «—= projectie van «. 

Daaruit volgt: A. Bij tegenwind moet de richting van de 
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eigen snelheid grooter helling hebben dan de richting, 
tegengesteld aan den wind. 

B. Bij wind achter, juist omgekeerd. 

C. Bij horizontalen wind beschrijft de vogel in een hori- 
zontaal viak een baan, waarvan de bolle zijde naar den 
wind gekeerd is. Om te stijgen moet er tegenwind zijn, 
om te dalen wind van achteren. 


Fig. 2. 


Gedurende het vliegen komt de vogel telkens in stan- 
den, waarbij er een tegenwerkende kracht optreedt. Bij 
veranderlijken wind worden de verliezen in arbeidsver- 
mogen opgewogen door de winsten in arbeidsvermogen 
bij de toestanden A, B of C. 

Als de wind aanwakkert stijgt de vogel (geval A), als de 
wind afneemt daalt hij. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 75, bl. 186. Gevraagd de oplossing 
van Kv, 1900, Differentiaal rekening no. 3. 

Op de as van een elliptische paraboloïde ligt een punt op een 
afstand e van den top. Men vraagt de kortste lijn te bepalen, die 
dit punt met een punt van het oppervlak verbindt. 

We stellen het oppervlak voor door 

Ax? + By? —2 Dz =0. 
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Nemen we aan, dat A < B, dan is gemakkelijk in te zien, 
dat de gevraagde lijn moet liggen in het YZ-vlak. De 
doorsnede met dit vlak wordt voorgesteld door 

By 2D) Sone EN 

De 2e macht van de kortste lijn, die het gegeven punt 
(o, o, €) met een punt van het oppervlak verbindt, is dan 

fy) gt Hed)! of FO te). 


We hebben nu de voorwaarde 5 
des 40 on EN 
SP = B ?le)=0, waaruit volgt RT 
De kortste lijn is dus de normaal uit (o, o, c) op de 

parabool (1) en haar lengte is 


W(2B De — D?) 
5 


BE 2 
Is En »e? of Be —D {o of e kleiner dan de halve 


parameter van de parabool (1), dan is c de lengte van de 
kortste lijn. 

E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; H. B. FIJNFNBERG, 
Bergen (N-H.); DR. J. A. VREESWIJK, Utrecht. 


Antwoord op vraag 76, bladz. 187. Gevraagd de oplossing 
van Kv. 1904, Analytische Meetkunde no. 1. 

Ken cirkel, waarvan het vlak evenwijdig is aan het XY-vlak 
en die de XZ- en YZ-vlakken aanraakt, is de richtlijn van een 
kegelvlak, waarvan de top in den oorsprong ligt. Bewijs, dat 
een boloppervlak, dat door dien cirkel gaat, het kegelvlak nog 
in een tweeden cirkel snijdt. 

De vergelijkingen van den gegeven cirkel zijn 

zk, L°Hyt Zar Zodat) 

Een kegelvlak dat den top in den oorsprong heeft, kan 

voorgesteld worden door de vergelijking 
aps byit ter t hyt agte tefven: 

en wordt gesneden door het vlak z — k volgens de kegelsnede 

z=k, an? +by? Hek? +2 hry-2gke-2fky=0 (2) 

Opdat (1) en (2) dezelfde kromme zullen voorstellen 
moet men dus hebben 

a =bas= geth) gaaf a 

Hieruit volgt dat het gegeven kegelvlak als vergelijking 

heeft kels my date 2 On 
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Een boloppervlak, dat door den gegeven cirkel gaat, 

kan worden voorgesteld door 
a) Fy Fe Bat Jk) 
of @? Jy? Hz? Zap Jay 22 a? —k? H2Bk—=0(4) 
Vermenigvuldigt men (4) met k? en trekt men af van 
(3) dan vindt men 
(at kat ak(ety)e tak? (a Hy) +2 Akte — 
—_a?k? Jkt 23 —=0, 
vergelijking waarvan het eerste lid deelbaar is door z —k 
en die dus twee vlakken voorstelt. Dus snijdt-het bolopper- 
vlak het kegelvlak volgens eene vlakke doorsnede van 
den bol, d. i. een cirkel. 

N.B. De hier aangeduide eigenschap is een bijzonder 
geval van eene algemeene bekende stelling : hebben twee 
kwadratische oppervlakken ééne gemeenschappelijke vlakke 
kromme, dan snijden zij elkander nog volgens eene tweede 
vlakke kromme. 

R. GOORMAGHTIGH, Ostende; H. B. FIJNENBERG, Bergen 
(N-H.); E. D. J. DE JONGH JR, Kampen; DR. J. A. VREES- 
WIJK, Utrecht. 


Vraag 77. Het werk van Lemoine: „Géométrographie 
uit Scientia” is niet meer verkrijgbaar. Zou een der lezers 
een ander werk kunnen aanduiden waar de grondbegin- 
selen van de Géométrographie te vinden zijn ? R. G 

Je Antwoord. Een overzicht van verschillende stelsels 
van Géométrographie wordt gegeven door Adalbert Grütt- 
ner, „Die Grundlagen der Geometrographie” (Verlag von 
Quelle und Meyer, Leipzig, 1912, 0.80 Mark). 

BEREN, tree en en 


Vraag 78. Kan een der lezers mij helpen aan een 
bewijs voor het volgende ? 

Bij het zoeken van den vierkantswortel uit een geheel 
getal door middel van kettingbreuken krijgt men een pe- 
riode, die bij het 2e cijfer begint en eindigt met een getal, 
dat het dubbel is van het eerste wijzergetal (Lobatto- 
Rahusen S 258 le toepassing), en bovendien is de periode, 
als men het laatste cijfer weglaat, symmetrisch. 

R. | SCH. 
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Vraag 79. Wat is de kleinste deeler van 2° —1 voor 
n= il, 163, 197. (Zie bladz. 1871). 
N. 


Vraag 80. Is het volgende reeds bekend? 
Wanneer men één 
van de stellingen 
Pascal of Brianchon 
als verticale, de 
andere als horizon- 
tale projectie op 
twee loodrecht op 
elkander staande 
vlakken combi- 
neert, dan wordt 
daardoor een ruim- 
tefiguur bepaald, 
waaruit de stellin- 
gen volgen; 

1°. Wanneer zes 
lijnen elkander in 
de ruimte (hyper- 
bolisch) in negen 
punten snijden, zoo 
liggen drie der zoo 
gevormde driehoe- 
ken op drie vlak- 
ken, die één bun- 4 
del vormen. 

20, Verbindt men de tophoeken met de daar tegenover 
liggende snijpunten, dan snijden de verbindingslijnen elkan- 
der onder en boven den middelsten driehoek telkens in 
één punt. br 

R. V. 


Vraag 81. Gevraagd wordt de maximum waarden te 
bepalen van U, als: 


ECE 
Ori owr hensen 


gedi dp 
WR zt òx dz nn 


B. 


dp 
òy dz 


235 


terwijl: cos &=cosycosz-sinysinzcosp en #,y,‚2 ge- 
bonden zijn aan de grenzen: 
DE OD 
ZONE NE 
OO 21 200 
ak, ip 


Vraag 82. Gevraagd de oplossing van Kv. 1909 Inte- 
graalrekening. 


Integreer de gedeeltelijke differentiaalvergelijking 
Òz 4 Oee 
2 ey SL Di STe 


Bepaal het integraaloppervlak, gaande door de parabool, 
die gegeven is door de vergelijkingen 
iid 
AE 


Necrologie, 


Nicolaas Lambertus Willem Anthonie Gravelaar (1851—1913). 
18 Februari overleed te Deventer de wiskundige Gravelaar, 
schrijver van vele goede leerboeken en verschillende ver- 
handelingen, (ook in het Wiskundig Tijdschrift) die van 
degelijke studie getuigden. Een artikel over John Napier 
werd opgenomen in de verhandelingen der Academie van 
Wetenschappen te Amsterdam. Q. 


Pieter Hendrik Schoute (1846—1913). Een vaderlandsch 
wiskundige, die ook in het buitenland groote bekendheid 
genoot, de Groninger hoogleeraar Schoute overleed 18 
Äpril j.l | 

Op het gebied der meer elementaire wis- en sterrenkunde 
is hij bekend door den cirkel, die zijn naam draagt en 
door een degelijk, maar misschien te weinig gewaardeerd, 
Handboek der Kosmographie. 

Gedurende de eerste periode van zijn werk, als leeraar 
bij het Middelbaar Onderwijs, bewoog hij zich op het ge- 
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bied der kegelsneden en hoogere krommen, congruenties, 
meetkundige transformaties enz. 

Het meest bekend is Schoute wel door zijne studies 
over de meer-dimensioneele meetkunde. Voor de reeks 
wiskundige handboeken, die door Schubert te Hamburg 
uitgegeven wordt, schreef hij „Die linearen Raume” (1902) 
en „Die Polytope” (1905), die algemeen als uitstekende 
leerboeken op dit voor velen zoo wazige gebied werden 
erkend. Veel is ook over dezen tak der wiskunde door 
Schoute gepubliceerd in de Werken der Kon. Academie 
te Amsterdam. 

Dankbaar zij eindelijk nog erkend het groote aandeel, 
dat Schoute had in de verschillende uitgaven van Een 
Onvermoeide Arbeid. 

De Redactie van het Wiskundig Tijdschrift brengt den 
bekwamen wiskundige dankbaar een eeresaluut. His 


Heinrich Weber (1842—1913. 

Op 17 Mei jl. overleed H. Weber, hoogleeraar te Straats- 
burg. Met zijn ambtgenoot Wellstein gaf hij uit de zeer 
bekende „Encyclopütie der HElementarmathematik”, waarin 
getracht werd den a.s. docenten niet zoozeer uitgebreider, 
dan wel degelijker kennis te verschaffen van hetgeen zij 
later te onderwijzen zullen hebben. 

Dat hij als leermeester zeer gewaardeerd werd, bewijst 
het in 1912 ter zijner eer uitgegeven Westschri/t. 


Q. 


Gorrespondentie. 


Naar aanleiding van den Heer Gisolf's „Het onderwijs in 
de Wiskunde”. 


De verzuchting door den Heer Gisolf geslaakt op bl. 
176, 9e Jaarg. Afl. 3 hep ik met aandacht geleezen. Ik voor 
mij moet eerlik bekennen dat ik wel eenig bezwaar hep 
onze leerlingen in de hogere klassen de inleiding tot de 
differentiaal reekening mêe te deelen. Waarom ? Omdat 
de gronden waarop deeze tak der Wiskunde steunt, zo 
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eigenaardig zijn, dat men bij kennisneeming meent ’n klap 
in ’t aangezicht te krijgen. Waar is de strenge methode 
die men tot nu toe gevolgt heeft wanneer men overgaat 
tot de limietbepalingen nodig voor de allereerste differen- 
tiaal formulen? Schijnt ’t niet dat zij als met voeten ge- 
treeden wordt en wanneer men den beginner die verbaast 
zit te luisteren dan toevoegt: „begrijpt ge ’t niet, dat ’s 
niets, ge moet maar doorgaan, later zult ge wel inzien 
dat ’t goet in elkaar zit’, dan is ’t comble van wetenschap- 
pelik opdringen bereikt. Was’t niet Arrago die op dergelike 
wijze getroost wert toen hij bij ’t bestudeeren der beginselen 
van de infinitesimaal reekening der wanhoop nabij was ? 

Nu dergelike dingen op mathematies gebiet, hep ik altijt 
een schandelike verkrachting gevonden van een weeten- 
schap, die de consequentie zelve is. En wie onzer hat 
niet dien indruk ? 

Daarom ben ik ook nog wat huiverig voor het invoeren 
van de infinitesimaal reekening op H.B.S. of Gymnasium: 
wanneer echter hare gronden zich meer aansluiten met 
den geest die tot nog toe ons mathematies onderwijs ge- 
ademt heeft, dan hep ik geen bezwaren. 

De verzuchting echter die de Heer Gisolf slaakt of er 
niet iets in Neederlant gedaan zal worden naar het voor- 
beelt ons door ’t buitenlant gegeeven kan ik echter ge- 
lukkig eenigszins doen ophouden. 

Voor pas dertig jaârtjes schreef ik, ook al geërgert door 
de weinig pakkende manier waarop de beginselen der 
differentiaal reekening mij waren opgedrongen, in het 
Gym. Program van den cursus 1885/84 een Inleiding voor 
dien tak der Wiskunde en voor de analytiese Mechanika, 
daarbij een nieuwen weg inslaande en mij baseerende op 
de hogere Algebra. Toen was er nog geen sprake van dit 
thema aan H.B.S. of Gymnasium te brengen en kon ik 
mij denken dat ik schreef voor hen, die aan de Universi- 
teit worstelden met de beginselen der Differentiaal reeke- 
ning. Tans echter nu er sprake van is onze vijfde en zesde 
klasse leerlingen deeze 4} geschiedenissen onder de ogen 
te brengen, zij men wel bedacht op de moeielikheit die er 
in ligt om de voorafgaande onmisbare limiet bepalingen 
zo te behandelen dat het „gochelachtige” wat deeze be- 
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schouwingen al heel gauw aankleeft, niet te schril afsteeke 
bij de strenge methode die tot daar aan toe den leerlingen 
wert voorgehouden. Hebben franse en duitse leerboeken 
dien klip weeten te vermijden ? | 

Niet vergeeten mag hierbij worden dat door den Redac- 
teur van dit tijtschrift den Heer #. J. Vaes in zijn „Gra- 
phische Voorstellingen” aan de Beginselen der Differentiaal 
Reekening in dien geest is gewerkt, zodat de klacht van 
den Heer Giísolf als hat men in Neederlant nooit zijn aan- 
dacht aan die zaken geschonken wel eenigzins te temperen 
is. Maar wij, Neederlanders zijn voorzichtig en zien de 
bezwaren aan de invoering van zo iets werkelik moeieliks 
zwaar—te zwaar >—in. 

Zou ik mij op het gebiet der Infinitesimaal reekening 
onder de gemaakte conditie kunnen laten vinden, in den 
geest van Lobatschefsky en gevolg moeten wij niet gaan, 
dat is voor onze jeugt te ingewikkelt. Moge de duitse 
jeugt in zulke speculaties genoegen en ontwikkeling vin- 
den — ik betwijfel 't echter hart — laat ons de hoofden 
van den onze vrij houden van dit gedwarrel, waarin alleen 
Corrypheïon der weetenschap op rijperen leeftijd behagen 
scheppen. Bovendien men heeft beweezen — staat ’t niet 
in ons Tijtschrift? ja bl. 108, Jaarg. 8 — dat er maar 
drieerlei soort van meetkunde kan bestaan ; de Euklidiese, 
d Lobatschefsky 

e Eemnes 

Bolyai 
de eenvoudigste is. Laat ons de eerste behouden! Denk 
in godsnaam om de hoofden onzer leerlingen ! 


Rotterdam, 20.5. 1915. DR. A. KEMPE. 


se en de Riemannse en dat de eerste 


Naschrift. De Heer G. heeft niet bedoeld, dat op H. B. S. 
en Gymn. de meetkunde van L—B, of van KR. zouden 
worden behandeld, maar dat de leeraren, door kennis te 
nemen van datgene, wat niet in schoolboeken staat, hun 
onderwijs meer in overeenstemming zouden brengen met 
de nieuwere opvattingen, zonder hun leerlingen met die 
nieuwere opvattingen lastig te vallen. 

De meeste leerboeken over diff, en int. rek. behandelen dit 
vak nog altijd als vijftig jaar geleden de meetkunde behan- 
deld werd in schoolboeken; zij beginnen nl, met meer of 
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minder diepgaande beschouwingen over oneindig kleine 
grootheden in plaats van (zooals de nieuwere leerboe- 
ken der meetkunde) met minder abstracte onderwerpen, 
die voor den beginnenden leerling meer begrijpelijk zijn. 
Het door Dr. K. genoemde boekje heeft getracht een 
nieuwen weg in te slaan, door ook te beginnen met voor 
den leerling bevattelijke zaken. Er is echter groot verschil, 
of een paar schrijvers iets behandelen, dan of „men”, 
d. w. z. tientallen leeraren er zich mede bemoeien ten be- 
hoeve hunner leerlingen. De heer G. heeft blijkbaar het 
oog gehad op deze laatsten. 

In een artikel „Tucht en Tuchteloosheid” in de Ni ieuwe Gids 
van Nov-Dec. 1912 vermeldt de heer Kleefstra onze achter- 
lijkheid op het gebied van onderwijs. Red. 


Op bladz. 188 heeft de heer Veerman 2169 — 1 genoemd 
onder de getallen van Mersenne. Dit getal behoort daar 
niet bij, omdat 169 deelbaar is. 

Dat MS89 ondeelbaar is, werd gevonden door Powers, 
en gecontroleerd door Fauguembergue. 

Nancy. À. GERARDIN. 


Door de internationale Commissie voor het Wiskunde- 
Onderwijs is afzonderlijk uitgegeven het verslag omtrent 
het Congres te Cambridge, Aug. 1912. 

Dit verslag (reeds vroeger opgenomen in Enseignement 
Mathématique) is verkrijgbaar bij Georg & Co, Genève 
(rs. 2.50). Fed. 


Nieuw verschenen werken, 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 
Dr. A. v. THIJN. Leerboek der Stereometrie, 3e druk 
Rentes geb. f. 2,60. 


Uitgave van C, A. J. van Dishoeck, Bussum. 
C. VAN DROOGE. W. IL. Leerboek der beschrijvende 
meetkunde. Met Atlas. 1918, f 1.75. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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Uitgave van Tjeenk Willink, Zwolle. 


J. CHR. DEUSS. Beginselen der beschrijvende meetkunde 
met Atlas. 1918. f 1.50. 


Uitgave van W‚ L. en J. Brusse, Rotterdam. 

Dr. J. GEEST en J.P. VALKEMA BLOUW, W.L, Leerboek 
der Mechanica. Deel A. De mechanica als grondslag 
der natuurkunde. 1913. f 1.90, geb. f 2.25. 

Deel B. De elementaire mechanica 1918 f 2.25, geb. f 2,60. 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 

Dr. P, J. VOERMAN. Meten en teekenen. Inleiding tot 
de vlakke meetkunde ten dienste van 12-jarige kinderen. 
1913. f 0.60. 

P. WIJDENES. Algebra voor M. U. L. O0. Deel I, 1913, 
f 0,80, Deel II, 1913, f 0.80. 

—_—__—— Antwoorden op Algebraïsche Vraagstukken. Deel 
Bead Kei ded gd UIA 

—=—_—_— Antwoorden bij de algebra voor M. U. L. 0. 1e 
deeltje, 1913, f 0.20. 

— —__— Logarithmen en Rentetafels, 1918, f 0.30. 

W. H. WISSELINK. Eerste Verzameling van vraagstukken 
ter oefening in het practisch rekenen. Zeventiende druk, 
1912962025: 

=__—_ — Vraagstukken ter oetening in de meetkunde (voor 
eerstbeginnenden. le stukje, 15e druk, 1912. f 0.30. 

—_—_—— Kern van de meetkunde. 8e druk, 1912. f 0.50. 

P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE. Rekenboek voor de 
Hoogere Burgerschool. le stukje, 3e druk, 1918. f 0 90. 

L. v. ZANTEN. Leerboek der Rekenkunde ten gebruike _ 
bij het onderwijs voor Ambachtslieden en op Herhalings- 
scholen, 4e druk, herzien door P. Wijdenes. 1913. f 0.40. 


Uitgave van Nijgh en v. Ditmar, Rotterdam. 


G. BOREL. Beweisführung des Fermatschen Satzes (ohne 
höhere Mathematik. 1913. 


Ook ontving de Redactie de dissertatie van den heer 
W. BoOMSTRA, te Rotterdam: „De orthogonale en gelijk- 
zijdige kwadratische oppervlakken in verband met het 
deelingsprobleem der elliptische functies.” 


OPLOSSINGEN 


RERAAGDTEUKK EN 


van af No. 206. 


De Oplossingen der Vraagstukken 


No. 1—9 komen voor in den len jaargang, bladz. 125, 


No. 10-20 „ En vere ten 4 8 262, 
No, 20—% „ BFT 5 
No. 91145 „ Dd Den js 
No. 146—112 ,„ e= | CI jg 
No. 178—206 „ 8 oa Gen 4 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor : 


Op bladz. 143 en 252 van den Zen jaargang betreffend 
Vraagstuk 21, 3en jaargang, bladz. 2, 

Op bladz. 47 van den 2en jaargang, betreffend Vraag- 
stuk 62, 3en jaargang, bladz. 57. 

Op bladz. 119 (der oplossingen) van den 3en jaargang, 
betreffend Vraagstuk 48 en 63, Sen jaargang, bladz. 37 en 59. 

Op bladz. 2 (der oplossingen) van den Ten jaargang, 
betreffend Vraagstuk 129, ben jaargang, bladz. 70. 


Oplossingen van Vraagstukken W. T, 9e Jg. ë 1 


2 


Vervolg der Oplossingen van No. 206. 
Oplossing van J. GROOTEN. 


Yi J- Ya 
2 


De rechte y — —=0) is even ver verwijderd van 


de twee middellijnen in de punten P, (@, y,) en Ps (@s y3) 
eener parabool y? —2pea=0, De raaklijn in P, deelt in 
dat punt den hoek tusschen de middellijn en den bijbe- 
hoorenden voerstraal middendoor. Evenzoo de raaklijn in 
P, den hoek tusschen den anderen voerstraal en de tweede 
middellijn. Als er dus een punt is, dat even ver verwijderd 
is van de vier bedoelde rechten, dan moeten de drie rechten 
dy — (ya dy) =0 
YY Pe — pr =0 
YY2 —PL— PL =O 
door één punt gaan en omgekeerd. Welnu, de eliminant 
van het stelsel laat zich herleiden tot 
p (yi? —2pa,) + ya? — 2e) =0. 
Deze is nul, omdat P,‚ en P, punten der parabool zijn. 


207. Op het grondvlak van een halcen bol beschrijft men 
een kegel, die den bol nog snijdt volgens een cirkel van gegeven 


grootte. Bepaal de meetkundige plaats van den top. 
H. VAN DINTER, 


Opgelost door H. DE BROUWER, H. VAN DINTER, J. W. Es 
GISOLF, J. GROOTEN, C. VAN SPAENDONCK. 


Oplossing van H. DE BROUWER en H. VAN DINTER. 


Zij O het middelpunt, » de straal van den bol; P een 
punt der meetkundige plaats. Breng door OP een vlak 
| op het grondvlak; dit snijdt het grondvlak volgens AB, 
de andere doorsnede volgens CD. Nu is CD = AB cos P, 


dus: GORP AB: 
P is derhalve een gegeven hoek; richt men dus op het 
grondvlak een loodlijn ON =r cot P op, dan is_ 
NP = NB =r cosec P. 
De meetkundige plaats is dus een bolsegment met N tot - 
jens en 7» cosec P tot straal. 


Oplossing van C. VAN SPAENDONCK. 


Zij de gegeven bol voorgesteld door de vergelijking 
eye ema. 


ö 


Zij «1y12, de top van den kegel, staande op het grond- 
vlak van den halven bol. 
De vergelijking van dezen kegel is: 
(ie — 42) H (zig — YZ)? = a (2, —2)° 
of Ee Ur end tre Ui hee AIP LE — 
— 2y,2, YZ + 2a?zz, —APz,° =0. 
Anderzijds is de vergelijking van den vorm: 
AEP Hy? A2? a?) De (le my dna —p) =0, 
waarbij p constant is en U? + m? tn? =l. 
Vergelijk de coëfficiënten dezer beide vergelijkingen. 
À — 2n À l MOL 


ee eee Ake L1Z1 eZ 
Elimineer eerst A, daarna l, m, n: 
2n en, 
Dit Yi a? Nii 
en verder: 


2 2 

4 (nt Jm? 412) — AES AB 

EN A CO ET 
of wel: plu? Jy? 422 —a?)= tt Zea V(a? —p?). 

Tweede oplossing van C. VAN SPAENDONCK en W.F. GISOLF. 


Het is duidelijk, dat de gevraagde meetk. plaats een 
omwentelingsoppervlak is. Wij behoeven dus slechts een 
meridiaandoorsnede te beschouwen. 

Breng een vlak door de middelpunten der beide cirkels 
en door den top des kegels. De figuur der doorsnede be- 
staat uit een cirkel, een driehoek staande op een middellijn 
als basis, terwijl de lijn, die de snijpunten der opstaande 
zijden met den cirkel verbindt, een standvastige lengte heeft. 
De tophoek van dezen driehoek is dus constant en de top 
ligt daarom op een cirkel, gaande door de hoekpunten aan 
de basis. Wentel dezen cirkel om de omwentelingsas en 
men heeft bovenstaande uitkomst. 


208. Indien de omhullingskegel van een punt P tot een 
ellipsoïde de assen snijdt in zes punten snijdt, die op een bol 
gelegen zijn, vraagt men naar de meetkundige plaats van P. 

H. VAN DINTER. 
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Opgelost door H. vAN DINTER, W. EF. GISOLF, J. GROOTEN, 
C. VAN SPAENDONCK. 


Oplossing van W.F. GHSOLF. 


Noemen we de 3 assen der ellipsoïde de X-, Y-, Z-assen 
en betrekken we haar daarop. 

Van uit een punt wordt de omhullingskegel aangebracht 
en deze gesneden b.v. met het XY-vlak. De vier punten, 
waarin de ontstane ellips de assen snijdt, moeten in de 
eerste plaats op een cirkel liggen; we vatten dus eerst 
4 der 6 punten in de conditie samen. 

Daaruit volgt weer, dat de assen dier kegelsnede even- 
wijdig loopen aan de bissectrices van de hoeken der assen ; 
en dit openbaart zich in de vergelijking der kegelsnede, 
doordat de coëfficiënten van &@? en y? gelijk zijn. 


Daar nu. voor een punt dy nsnde van den 
2/2 


omhullingskegel, waarbij wij voor ed 3 +5 — Ì 
P stellen, luidt: 
2 y° z2 2 
(EEE 


zoo zal de vergelijking van de snede in XOY luiden: 
Ting 4 2 
(EH) 
en de gemelde conditie invoerend, moet 


Peo a P_ 4? 
Oer de a 


x'2 js 2/2 „jk 
oE rb abt Tet af re Eeke enen | 
CAL DE zt (a*- —b°) AE 


Door eyclische verwisseling krijgt men nu de meetkun- 
dige plaatsen voor vier punten, in de 2 andere coördinaat- 
vlakken gelegen, nl: 


a? (y? —22) + 22 (b2 —C?) =a? (be —e?) . « (2) 
en DE (2? — 2) Hy? (C* — a?) =b? (C*— d?), 
die we liever schrijven: 

Oet nd (a? — c2) = bt (at —e ) 


(1), (2) en (8) zijn athankelijk, daar 
(1) + (2) = (8). 
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De snijlijn dezer twee oppervlakken heeft dus de eigen- 
schap, dat de omhullingskegel tot de ellipsoïde van een 
harer punten, de 2 assen in het XOY-vlak snijdt in 4 pun- 
ten op een cirkel gelegen, maar ook die in het YOZ-vlak, 
en aangezien er twee punten aan deze 2 stellen van 4 
gemeen zijn, kan door de 2 elkander snijdende cirkels 
een bol gebracht worden. 

De oppervlakken (1), (2) en (3) zijn eenbladige hyper- 
boloïden; bij (1) is de Y-as de imaginaire as, bij (2) de Z-as 
en bij (3) eveneens de Z-as. 

De gevonden ruimtekromme is alzoo van den vierden 
graad. Om te onderzoeken, of zij tot het eindige bepaald 
blijft, of wel in het oneindige verloopt, bepalen wij een der 
cilinders, waarop zij gelegen moet zijn; is een dezer een 
elliptische, dan kan zij, gevallen van ontaarding uitgesloten, 
alleen in het eindige verloopen. Daarvoor vermenigvul- 
digen wij (1) met a? (2) met c? en verkrijgen dan na 
eenige manipulaties: 

B (A Ot hae (be) matetla?—e?) oo (1E) 
en door cyclische verwisseling: 

ary (—b?—e* Ja?) a bn (—b?HCe*+a) = b°a°(b° Ja?) 5 (2%) 
SRD ace alb) ee Cy Caf bj CPL (C— DE) 
of liever: 

bez? (b2—e?—a?) + e?y? (a°Hb?—e?)—= eb? (b2—e?). (3%) 

(1*) stelt voor a? ) b? + c? voor een ellipt. cilinder. 

voor a* =b* 4 c2-2 vlakken. 
voor a? <b? +-c* een hyperbol. cilinder. 
(2%) stelt voor a? ) b? +c? voor een ellipt. cilinder. 
a*—=b? Hec? voor 2 vlakken. 
a? {b? +c? een hyperbol. cilinder. 

(3*) stelt altijd een hyperbol. cilinder voor. 

Men heeft alzoo : 

voor a?) hb? J-c? als meetkundige plaats een eindige 
ruimtekromme van den vierden graad; 

voor a? =b? Jc? een stelsel van 4 rechte lijnen ; 


en voor a? {b* 4 c? een ruimtekromme van den vierden 
graad, die in ’t oneindige verloopt. 
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209. De waarden van n te bepalen, waarvoor de asymptotische 
lijnen van het oppervlak 


n__n 
zt Y 
zich op het zy-vlak als kegelsneden projecteeren. H. VAN DINTER. 
Opgelost door H. VAN DINTER en C. VAN SPAENDONCK. 


Oplossing van H. VAN DINTER en C. VAN SPAENDONCK. 
De differentiaalvergelijking me Ae TPlo lijnen is: 


ee ke ) 


Nu heeft men: 


Oer ande: rn gE r=nn= dan 
gn bnn en 


zoodat de vergelijking Ee 
(ny? +2 Ut (n— Dt A 


An 
waaruit: 
dyn Een EL 
de — De B 
Integreerend : 
—_n dt V(2n1) 
Ci dt 


De exponent van # moet nu gelijk zijn aan 2, 4 of —1; 
beide eerste waarden geven aanleiding tot de vergelijking 
On? — l4n +5 =0, 

waaruit : peesik n=}, 
waarvan blijkbaar alleen de laatste waarde voldoet. 
Uit de waarde —1 volgt de vergelijking 
ELAN lj rotnn st 
die te verwerpen is. 


210. Als vier punten (A, C; B, D), die op een bewegenden 
straal in harmonische ligging blijven, krommen met de raaklijnen 
bo bl, ì bps / 5 doorloopen, O het snijpunt van den straal met 


zijn volgenden stand is, p de poollijn van O ten opzichte van 
den hoek van jn en b (hoekpunt S), en P het snijpunt van p 


Û 


met den straal, dan snijden b, en Ù d de rechte p in twee punten, 


die met het paar (S, P) harmonisch liggen. 
Eveneens voor het paar B, D. VDO RIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND Jr. 


Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


Beschouwen wij eerst de beweging van een straal, die 
zich evenwijdig met zich zelf verplaatst en waarop vier 
punten A, C; B, D in harmonische ligging blijven zoodanig, 
dat A en C krommen beschrijven met evenwijdige raaklijnen 
l, en l,. Dan blijft de afstand AC gedurende de eerstvol- 


gende elementairbeweging onveranderd. Als dus P het 
midden van AC is, dan is in de bekende vergelijking 
SAB ED 
PA constant; differentiatie geeft dus: 
PB.òPD + PD.òPB =0 
ED __ AFB (I) 
pr Te 
Noemen wij nu ds den afstand, waarover zich A, C en 
dus ook P verplaatsen, en E en F de punten, waarin de 
raaklijn p aan de baan van P (//l, of //l_) gesneden wordt 


door de raaklijnen /, en l, van de banen van B en D, dan 


zal men gemakkelijk vinden : 
PE zon de en PE 5 ds. 

Uit (1) volgt dus: PE =— PF. 

Nemen wij nu de perspectief van de verkregen figuur 
uit een willekeurig punt en op een willekeurig vlak, . 
waarbij alle harmonische betrekkingen behouden blijven, 
dan projecteert zich de oneindig verre rechte van het 
oorspronkelijke vlak als de rechte, die het snijpunt van 
len Z (5) verbindt met het snijpunt O van den straal met 


zijn volgenden stand; de rechte p gaat door S, en de pun- 
ten O, P; A, C liggen harmonisch; p is dus de poollijn van 
O ten opziehte van / ASC. En daar nu tevens de symme- 
trische ligging van E,‚, P en F verandert in de harmonische 
ligging der punten S, P; E,‚, PF, is hiermede de stelling 
bewezen. 


of 
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211. Te bewijzen, dat in een koordenvierhoek, waarvan een 
zijde middellijn is en de producten der overstaande zijden gelijk 
zijn, de loodlijnen uit twee hoekpunten van dien vierhoek op die 
middellijn door de diagonalen in twee gelijke deelen verdeeld 
worden. J. v. D. GRIEND JR. 


Opgelost door W. B. BROCX, H. DE BROUWER, Mej. Dr. 
A. A. DALHUISEN, J. Vv. D. GRIEND JR, J. GROOTEN, 
Mej. H. v. pn. Horsr, D. J. KRUYTBOSCH, J.C. DE MASIER, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Zij ABCD de harmonische vierhoek op AB als middellijn 
beschreven. Zooals bekend, ligt de pool van BD op AC 
en omgekeerd. Laat E het snijpunt der diagonalen, F de 
pool van BD zijn. Daar de punten A, C, E en F harmo- 
nisch gelegen zijn, vormen BA, BC, BE en BF een harmo- 
nischen bundel. De loodlijn uit C op AB loopt evenwijdig 
aan BF en wordt dus door BD middendoor gedeeld. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Zij ABCD de koordenvierhoek en de zijde AB de Te 
dellijn, terwijl de diagonalen elkander in S snijden en de _ 
loodlijn CE op AB door de diagonaal BD in F gesneden 
wordt. Dan is volgens een bekende eigenschap in koor- 
denvierhoek ABCD (vergelijking van de oppervlakken van 
AABD en A ACD op twee wijzen): 

CSmEDGEED 
SA BA.AD’ 
BG LRGD 


dus, daar volgens het onderstelde ER 


OS _ Een 
SA _\BA 
Beschouwt men nu de transversaal BS in A EAC, dan is 
OER 
SAAB E A Op 
me) = SA. 
BC ne 
=i, 


AB 
dus, daar BE zal 


FC 
hetgeen te bewijzen was. 
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Uit A ABC volgt nog de stelling : De rechte, uit een der 
scherpe hoekpunten van een rechthoekigen driehoek door het 
midden der hoogtelijn op de schuine zijde getrokken, verdeelt de 
overstaande rechthoekszijde in stukken, die zich verhouden als 
de kwadraten der aangrenzende zijden. 


Oplossing van D. J. KRUYTBOSCH. 


AB is middellijn ; de loodlijn CE snijdt diagonaal AD in L, 
de loodlijn DF op AB snijdt diagonaal BC in M. G is het 
midden van AD, H is het midden van BC. 

Gegeven : AC X BD = AB X CD. 

Te bewijzen : CL = EL, DM = FM. 

Bewijs. Volgens het theorema van Ptolemeus is: 

AB Xx CD + AC X BD = AD X BO 
of ZOAB CD =AD Xx BC 
of AB:4BC=AD:CD en ook AB:4AD =BC:CD. 
Uit de eerste evenredigheid wordt bewezen: 
GSB, 
en uit de tweede: DMS EM: 
Is HB =S BC, dan volgt uit de le evenredigheid, dat 
A AHB — A ACD, 
omdat ook nog ZABH=/ADC= {bg AC is. 


Dus is: ZHAB=/ CAD. 
Uit de gelijkvormigheid van A ACE en A ABC volgt 
verder, dat ZACL =/ ABH, 
dus is: A ACL — A ABH 
of AG GEE 
en ook is: ACAB GE BG 


en omdat BH = 4 BC is, moet ook CL =}CE zijn. 


212. Men trekt in A ABC de hoogtelijn AD en projecteert 
D op AB en AC in E en PF. Bewys, dat als AD de verbin- 
dingslijn EF in G en den omgeschreven cirkel van A ABC in 
B snijdt, AD middelevenredig is tusschen AG en AH. 

| Te De ORIENDe IR: 


Opgelost door W. B. BROCXx, H. DE BROUWER, Mej. Dr. 
À. A. DALHUISEN, J. V.D. GRIEND JR., Mej. H. v. p. HORST, 
K. J. KRUYTBOSCH, J. C. DE MASIER, A. OLIVIER, 
Dr. J. Rose, C. WAFELBAKER, J. A. WERTENBROEK. 
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Oplossing van Mej. H. v. p. Horst, W. B. BROCX, 
H. DE BROUWER, ANDRE OLIVIER, J. Â. WERTENBROEK. 


Gegeven : AD ' BC. 

E en F zijn de projecties van D op AB en AC. 

EF snijdt AD in G en het verlengde van AD snijdt den 
cirkel in H. 

Te bewijzen : AD? = AG X AH. 

Bewijs. In de rechthoekige driehoeken ABD en ADC 
heeft men respectievelijk: 

AD? = AE XAB en (ADS ARA 
zoodat AE xX AB = AF X AC, 
en dus EF antiparellel met BC. Derhalve; 
LAEF S= ZACBSZAmB: 
Vierhoek BEGH is een koordenvierhoek. Hieruit volgt: 


AB SAB SAC RATH 
en ABDAB SS AD 
dus ook: AG X AH =AD?. 


Oplossing van J. v. D. GRIEND JR., J. C. DE MASIER, Dr.J. ROSE. 

A AEG > A AHB, omdat zij gelijkhoekig zijn ; 
ZLAEG =/ ADE =90° —/CAD=4ZC=SbgAB=ZAHB; 
ZLGAE is een gemeenschappelijke hoek. Dus is 


AH AE mn 

KE mr Of Gratis | 

en daar in den rechth. driehoek ADB AE.AB == AD?, is 
AG. AH = AD?, 


218. Toon aan, dat 
e ©) 
[ das ee le 
ob) jade bare 
mn Dr. H. v.… D. Kann 
(WEITTAKER, 4 Course of Modern Analysis) 


Opgelost door W. FE. GisoLr, Dr. H. v. D. KAMP, 
C. VAN SPAENDONCK. 


Eerste oplossing van C., VAN SPAENDONCK. 


De eenvoudigste oplossing verkrijgt men wel door uit 
dae 


db)? af) 


te gaan van de integraal | (a? 
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Daar deze gelijk is aan 


dan ml de 
rl EC TE da?” 


ziet men EDE dat 


% 
Fasen ab (a +5) 
Ditterentieer deze vergelijking naar a; men vindt na 
een kleine De 


il zm (2a + b) 
Eken 0 EE a)? abad b)2" 


Tweede oplossing van C. VAN SPAENDONCK. 


5 1 
g hl Cr Cee 
Ontwikkel de functie beurtelings volgens machten van 
1 1 DA 1 1 s 
—. De coëfficienten van — en — in 
z—1ia 2 ib 2 ia 2 ib 
deze ontwikkelingen worden respectievelijk : 
1 1 1 1 1 } 


Zia (arb)? Ait ‘arb PL 2: far br 

Dit zijn de resten (résidus) der functie met betrekking 
tot de polen a en db, de eenigen, die boven de reëele as 
liggen. Nu is volgens de grondstelling van de theorie 
der resten: 


fp@de=2riEr, 


C 
waarbij XR de som der resten aanduidt, die in het con- 
tour C liggen. 

Integreer nu de gegeven functie over het contour C, dat 
gevormd wordt door de x-as en een zeer grooten halven 
cirkel G, waarvan het middelpunt in den oorsprong ligt 
en die geheel in de bovenste helft van het z-vlak ligt. 


Men heeft dan: 
Ja +f: 


—% GG | 
daar echter wp (z) een Hi heeft van een hoogere orde dan 
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de eerste, voor z==oo, zoo volgt volgens een bekende 
stelling, dat 


|p (2) De. 
G 


Men VS dus ten slotte: 


[erm Wenn 
R zijnde de som der résidus met betrekking tot de polen, 
die boven de reëele as liggen. 
De integraal is dus volgens het bovenstaande gelijk aan 
—l 1 1 1 _ (Zat 
alat | Har br 2ar art IT Zabann 


vR 


214. Gegeven: 
gnl 
vt 
mt 1 


Te bewijzen : 
2n—l 


2n Ee dae 
B, PET inhe 
2 (2 15 PID Dr 


Opgelost door Dr. H. v. D. KAMP, C. VAN SPAENDONCK, 


Oplossing van Dr. H. v. D. KAMP. 


Stel Ee ‚ dan gaat de eerste integraal over in: 


ee) er 
An [ ba L dx 
„en il o-r | 
Mh 
Daar nu rr == EL 5 
ee —l e —l dl 
ee) De ee) den 
pn Ì dae Mn op 1 da 
Ee en 


e ©) 
Ee x dr —_ 927 46 da a e De 
Ir Iv 2x / 
0 el e 
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AN edi DO Mnl 
35 da j 4 
Ek en ee 
oe —l 2-15 € —e 
Or Miel 
=| Sns 
== N 
ge sinh 


waaruit hetgeen bewezen moet worden direct volgt. 


Oplossing van C. VAN SPAENDONCK. 


OO Mnl 
/ dé 

Gegeven: 25 ânf TE TR 
0 e nds ik 


Deze integraal is gelijk aan 


le ©) 
ee) 6 
zeen he 1 h Dat B 5 ee (7) 5 j je ze in 


ved ER ee) SE oe 
ie Le | NN de _95 | Nl nm Een 
sinh x 2u 1 l 
0 0 
Ek 
_gg Fn) z =2D (20) To, 
0 (2k —1) 
5 1 | l 
waarbij T,, =-5, zn zn BO 
1 1 ij 
en S= tT an Ton sene 
et 
Gemakkelijk is nu te zien, dat Kn Dn 
En nu is 
en ane 
„2 (gn —_ sinh x On „ „an geen 


hetgeen te bewijzen was. 


215. Men beschouwt alle parabolen, die door twee vaste punten 
A en B van een vlak gaan, en dezelfde asrichtiug hebben. 
Poor een punt C van het vlak trekt men een snijlijn, die AB 
in P, een der parabolen in R en R', en de door A en B gaande 


14 
middellijnen in Q en Q’ snijden. Toon aan, dat PQ X PY = 
PR X PR/ constant is voor alle parabolen. Dr. J. Rose. 


Opgelost door W.F. GISOLF, J. GROOTEN, Dr. J. ROSE. 


Oplossing van J. GROOTEN. 
Alle parabolen, welker assen evenwijdig zijn, stelen we 


voor door 
vardi 
Omdat ze door de punten A(x,y,) en B(«,y,) gaan, 
kunnen we 2 parameters berekenen. B.v.: 


y — YY) Yi Yo) 
ViYe — Loi 
De Y (@i--L2) H- ViY2*—D2Y1°) 
Vie —V2Y1 

De keuze van den oorsprong was willekeurig; zij dit 
het punt C. 

Een rechte door C stellen we voor door #=ap, y= bp, 
waarin a en b constant zijn. Drie punten P, R en R'liggen 
op deze rechte. 

PR Xx PR’ =[a? + b? — 2ab cos wl (e, — 03) (p1 — 23). 

De eerste factor is eene constante; w is de coördinaat- 

assenhoek. Ook e, is constant, als P op AB ligt, nl: 


Lia —LoYi 
be, Hij di ee 
Bewijzen we nu nog, dat — p, (oat 3) + 203 Constant is. 
pa En 03 zijn de wortels van 


bp? H (aa + Bb) Hy =0, 


verkregen door in (1) #=ao en y=be te stellen. 


== 


Oplossing van W. FE. GisoLF en Dr. J. ROSE. 


Soit Ile point à linfini de la direction diamétrale com- 
mune ; les paraboles considérées ont un contact simple sur 
la droite de linfini en let déterminent par suite un faisceau 
ponctuel. La sécante menée par P est coupée par ces _ 
paraboles en des couples de points en involution dans 
laquelle le point central est P puisque son conjugué est 
à linfini. Les diamêtres passant par A et B formant une 
conique dégénérée du faisceau, Q et Q/ sont correspondents. 
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Donec PQ. PQ/= PR. PR’ —= constante qui est la puissance 
de Yinvolution considérée. 


216. Men vraagt de kromme lijnen te bepalen, voor welke 
3 

p= Eer als po, N en 8, achtereenvolgens den kromtestraal, de 
(() 


normaal en de subnormaal van eenzelfde punt voorstellen. 
(Zie Vraagstuk 199, bladz. 48 der Vraagstukken, jaargang 8) 
Dried BOSE: 
Opgelost door J. GROOTEN en Dr. J. ROSE. 


Oplossing van J. GROOTEN en Dr. J. ROSE. 


dy EU 
Stellen we Net ed 


3 
Ee Al nm 


3 
p GD Ng DS 


q 
3 3 
3 2 3 22 
Dus: petan te din dik 
S, q yp 
lp? =0 geeft slechts onbestaanbare waarden voor p; 
3 
: Ce D JE 
voor de breuk in het 2e lid mogen we SE Dn zetten ; 
zoodat we moeten oplossen : 
he 4, 
== Of pp? = 
qp Ke ; zn 
ep dy _ Wp, 
Nu is Te U dus RA: 


we hebben hierbij door p gedeeld en alzoo een oplossing 
p==0 verwaarloosd. 


LATA! 
vp geet: IW te 
of wel p= NADA ij O1: 
Scheiden we nu de veranderlijken. We vinden: 
dy _ dr 
y a, 


en ten slotte: 
$ 1 
Ly)= eb) 
«Jb 


Dus y=e *__stelt alle krommen voor, die voldoen. 
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217. Hoe groot is de kans, dat de afstand van twee, op het 
oppervlak van een cirkel liggende punten, kleiner zij dan den 
strual ? C. VAN SPAENDONCK, 


Opgelost door C. VAN SPAENDONCK en FE, J. VAES. 


Oplossing van C. VAN SPAENDONCK. 


Neem als lengte-eenheid den straal van den cirkel. Be- 
schrijf om een der punten P, welks afstand van het middel- 
punt gelijk 2r zij, een cirkel, welks straal gelijk 1 is. Zal nu 
het tweede punt aan den gestelden eisch voldoen, dan moet 
dit punt op het gemeenschappelijk gedeelte van beide cirkels 
liggen. 

De kans nu, dat het eerste punt P op een afstand 2r van het 
middelpunt ligt, kan gemeten worden door de verhouding 
van het oppervlak van een oneindig smal cirkeltje met straal 
2r tot het oppervlak van den geheelen cirkel. Deze kans is 
dus gelijk aan 8rdr. Eveneens is de kans, dat de afstand PQ 
niet grooter is dan de straal, gelijk aan de verhouding van 
het gemeenschappelijke deel der beide cirkels tot het opper- 
vlak van den oorspronkelijken cirkel. Deze verhouding 
is gelijk aan IE OEE zee a er 

Dus de kans, dat tegelijkertijd de afstand van P tot het mid- 
delpunt 2r is en de afstand PQ kleiner dan de straal, is 


5 [r bg cos r —r? V(1 —r?] dr. 


Daar echter r alle waarden kan aannemen van 0 tot 4, 
heeft men, om de geheele kans te vinden, laatstgenoemde 
uitdrukking tusschen 0 en 4 te integreeren. 


Daar | bg cosr dr = en bg cos rr} 4 bg sin r—tr V(l—r?) 
3 
en Ike VUL) dr =H bgsin re Hp Ur) (Lt) 
vindt men als uitkomst: | 
Ì | 8r° bg cos r +2 bg sin r— 2r (1?) — 41° Vil 5 


T 
of wel En 
7e 


0 
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Oplossing van F.J. VAES. 


217. Zij P een willekeurig gekozen punt binnen cirkel 
M. Beschrijft men uit P een cirkel met gelijken straal 7 
als de gegevene, dan is de kans, dat het tweede punt Q 
op afstand kleiner dan » van P komt: 


gemeenschappelijk deel 
oppervlak cirkel 
Verplaatst men P van af het middelpunt M naar den 
omtrek, dan wordt het gemeenschappelijk deel kleiner. 
VOOrMP == 2p,1s:het 
p‚=?r* (bg cosz — ol [l—x?]). 


Stapelt men de achtereenvolgende figuren op elkander, 
dan ontstaat een cilinder, (dien men gemakshalve de hoogte 
r kan toekennen), met een lichaam er binnen, en de kans 
zou zijn 

inhoud lichaam 
inhoud cilinder’ 


wanneer men P langs een straal bewoog. Er moet echter 
bedacht worden, dat de kans om P op een 
bepaalden afstand 2x van M te kiezen, 
toeneemt met #, zoodat elk gemeenschap- 
pelijk deel vergroot moet worden gedacht. 
De coëfficiënt waarmede men p, moet ver- 


menigvuldigen is 2 PM =4x, zoodat de kans wordt: 


inhoud van het gewijzigde lichaam 
inhoud cilinder 


1 
ik 2(be toen el ler) X 2e dr. 
0 


218. Js in een driehoek r_ + h,=s, dan is de A rechthoekig. 


Opgelost door W. B. BROCXx, H. DE BROUWER, Mej. Dr. 
A. A. DALHUISEN, W. EF. GISOLF. J. GROOTEN, Mej. H. v. D. 
HorsT, D. J. KruyrBOscH, Dr. J. ROSE, A G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER, J. A; WERTENBROEK. 


Oplossing van G. A. VERKAART. 
Verlengen we de hoogtelijn AD met een stuk DG =r,, 


Oplossingen van Vraagstukken W. T, 9e Jg. 2 
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dan is AG =s= AE. De rechthoekige A A Al,Een AIG zijn 
dus ==, bijgevolg is ZI AG=SZA, dus AD valt langs een 


der opstaande zijden. Hieruit volgt, dat 
een der basishoeken recht moet zijn. 
Zijn de beide basishoeken scherp, dan 
valt G binnen den aangeschreven cirkel 
en is IG {r,, dus AGD) s of rn Des. 


Is een der beide basishoeken stomp, 
dan valt G buiten den cirkel, en is AG Xs 
of 10 H- h, CL 


Kin 2e eZ 20 (b +€) 
2de oplossing. r‚_ Jh, == han al 
(rh) laat zich schrijven in den keen vorm : 

| (a? Hb? — Cc?) (a? — be?) 
Ae m5 
ane 
Is een der basishoeken recht, dan is een der factoren 
van den teller der breuk 0, dus r,th,=8 


Is een der basishoeken stomp, Es zijn de beide factoren 
in den teller van verschillend teeken, dus rh, <8. 


Zijn beide basishoeken scherp, dan zijn de factoreen 
beide positief, dus r,_ Jh Ds. 


Bnn 
A 2s sin > sin 5 
3de oplossing. r‚=8t8 5; h= BEE 
GOS —- 
2 
B—C 
cos — 
r,th,=s Rn 
Cos 5 
B—C IN …eB—C_ A 
1. Is cos je dan is òf 5 ro de 
otd, o=90 
IL. Is cos De ) cos ®, dan is LEE tss B {908 


C—= in 
RE (EC 8 
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Ate [8 RE ROn dan le) jr E90 


Jel Ze 
Ji ee C 5 90e, 

219. A. Ken cirkel te beschrijven, die een gegeven cirkel recht- 
hoekig snijdt, een tweeden gegeven cirkel raakt, en waarvan het 
middelpunt op een gegeven lijn ligt. 

B. Men cirkel te beschrijven, die een gegeven cirkel in diame- 
trale punten snijdt, een tweeden gegeven cirkel raakt, en waarvan 
het middelpunt op een gegeven lijn ligt. 

C. Hen cirkel te beschrijven, die een gegeven cirkel raakt, en 
a) twee gegeven cirkels rechthoekig snijdt ;b) een gegeven cirkel 
rechthoekig en een anderen gegeven cirkel in diametrale punten 
snijdt; c) twee gegeven cirkels in diametrale punten snijdt. +) 

J. A. WERTENBROEK. 
Opgelost door H. DE BROUWER, W.F. GISOLF, J. GROOTEN, 
Á. OLIVIER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. DE BROUWER, W. F. GISOLF, A. OLIVIER, 
J. A. WERTENBROEK. 

A, B en C. Door gebruik te maken van de oplossingen 
van vraagstuk 205, (8en jaargang, bladz. 60), vindt men dat 
de constructie in elk der gevallen terug te brengen is tot: 
een cirkel te construeeren, gaande door twee gegeven 
punten, en rakende aan een gegeven cirkel. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


C. In elk der drie gevallen moet het middelpunt van 
den gevraagden cirkel liggen op een lijn loodrecht op de 
verbindingslijn van de middelpunten der gegeven cirkels. 
Deze loodlijn is in elk der gevallen te construeeren. 

Het vraagstuk is nu teruggebracht tot 219A en 219B. 


220. Een homogene staaf van een lengte 2l hangt horizontaal 
aan twee koorden, bevestigd op afstanden ben d van zijn midden 
M. De andere uiteinden der koorden zijn vastgemankt in twee 
punten, die in één horizontaal vlak liggen op afstanden a en c 

+) Vraagstukken betreffende cirkels (raking, enz.) Jaargang IX, 369, 
870, bl, 755 VIII, 354. 355. bl. 67, en 205 bl 60 der opl ADR 340, bl. 250, 
392, bl. 76, VI, 291, 292. bl. 76, en 167, bl. 37 der opl. : v‚ 100, bl 19, 101 


bl. 22, 128, 129 bl. 70, 137 bl. 92, 138 bl. 94 der opl, IV 56, bl. '40, 22, 'bl.7 
der opl. Men zie cok VI, bl. 145153, 
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van de verticaal door M. Op een afstand «@ van M laat men 
een zeer kleine horizontale werken kracht op | op de staaf. 

Om welk punt zal de staaf draaien ? De 

De dikte van de staaf, de massa der koorden, hun wringing 
en rekking, zijn te verwaarloozen. 

II. Nadat de staa, op de beschreven wijze gedraaid is, houdt 
de kracht plotseling op te werken. Onder welke voorwaarde 
zal de staaf bij de zoo ontstane slingering om één punt draaien ? 

F, ZERNICKE. 
Opgelost door F. ZERNICKE. 
Oplossingen van PF. ZERNICKE. 

1. We gaan eerst de krachten na, voordat de draaiende 
kracht werkt. De beide spanningen S, en S, der koorden 
moeten evenwicht maken met het gewicht mg: hieruit 
volgt dat koorden en staaf in één verticaal vlak liggen, 
en dat de lijnen, die de koorden voorstellen elkander bij 
verlenging in een punt A verticaal onder (of boven) M 
snijden. Om nu de spanningen te berekenen trekken we * 
door een willekeurig punt B van het eerste koord een lijn 
// aan het tweede, die AM in C snijdt. Stelt nu CA het 
gewicht voor, dan zijn AB en BC de spanningen S, en Ss. 
Trek verder BD in D | AC, noem de lengten der koorden 
p en q en den verticalen afstand van staaf en ophangpunten 
h, dan vindt men uit de figuur: 


h c—d 
Hieruit leidt men verder af: 

ACAB SE BC 

hen ep q 


D- qr wabe 
slentees ewD atn CPS Wiget d 
SMO Uig) St Mag 
Laat nu de kleine kracht k in X (MX ==) | op het vlak 
van teekening werken We kunnen deze vervangen door 
een kracht k in M en een koppel met moment ka. Door 
de eerste zal de staaf zich // verplaatsen, en daar we voor 
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een zoodanige beweging het geheel als een mathematischen 
slinger kunnen beschouwen, zal de verplaatsing van M | 
op het vlak van teekening zijn: el 
kh 
Een 

Door het koppel zal de staaf om M draaien, stel een 
hoek ò. We kunnen in plaats van de staaf de beide op- 
hangpunten gedraaid denken om AM als as. De nu wer- 
kende spanningen der koorden, die in grootte niet merkbaar 
veranderd zijn (ò is klein), kunnen ontbonden worden 
in de twee oorspronkelijke spanningen, die evenwicht ma- 
ken met het gewicht van de staaf, en twee kleine tegen- 
gesteld gerichte krachten | op het vlak van teekening, 
die, als S, en S, door p en q worden voorgesteld, door de 
tenen van de ophangpunten resp. ad en còà worden 
voorgesteld. De eerste dezer krachten is dus 

aò « ac 
En CE) 

en voor de tweede vindt men dezelfde waarde. Ze vormen 
dus een koppel met moment 


ac ad 
(b -J- d) WEL == mgò Ti 


Een tweede voorwaarde voor het evenwicht is dus: 
ad 


Is nu het punt Y (M tusschen X en Y, MY =y) op zijn 
plaats gebleven, dan is: 
ac ie klass mies ad 


Ly = sti Ne 
Hiermee is het vraagstuk opgelost. Daar y onafhankelijk 
is van k, en dus van ò, kan men werkelijk van een draaiing 
om Y spreken. 
II. Zal het bij het voorgaande vraagstuk bepaalde punt 
Y bij de slingering op zijn plaats blijven, dan moet de ver- 


houding 
A 


pi) 
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constant zijn. Nu is A de uitwijking van den „mathematischen 
slinger” en op een tijd t na het ophouden van de kracht k 
is dus, daar A maximum moet zijn voor =0: 

/ 


A= Ao COST 


Hierin is de periode T,=?2zr vo 


Daar verder bij de draaiïng om M het koppel evenredig 
is met den afwijkingshoek ò, zoo is ook deze schommeling 
een harmonische en is: 

/ 
d =d, COS 22 T, 
terwijl hierin : 
5 EL 
dE —2z\ M 
is, waarbij I het traagheidsmoment van de staaf om een 
verticale as door het punt M voorstelt, waarvan de grootte 
—= ml? en M de grootte van het koppel bij de eenheid van 
af wijking Dn 
ad es lg 
Ng dus NN ee Vaas: 
Uit de formules voor A en ò blijkt, dat hun verhouding 
alleen dan onafhankelijk van t is, wanneer T,=T,. De 
gevraagde voorwaarde is dus: 
ARN Ne 
Zi RET 2 \ Sadg 
eten 


221. Bekend is de eigenschap : Als men in de middens A’. 
B’, C’, der zijden BC, CA, AB van een A loodlijnen A’'P‚, B'Q, 
CR opricht evenredig met die zijden (in denzelfden zin), dan gaan 
AP, BQ, CR door één punt Bepaal de meetkundige plaats van 
dat punt. H. v. DINTER. 

Opgelost door H. v. DINTER, D. POSTMA. 
Oplossing van D. POSTMA. 


Zij M ’t snijpunt der drie rechten 
AP, BQ, en CR. Nu is de reeks van _ 
punten P gelijkvormig met de reeks 
van punten Q en R,‚ derhalve zijn 
de stralenbundels AP, CR en BQ 
projectief. Het punt M zal dus als 
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snijpunt van de overeenkomstige stralen der twee projec- 
tieve stralenbundels CR en AP een kegelsnede beschrijven 
gaande door A en C, en als snijpunt der overeenkomstige 
stralen van de twee projectieve stralenbundels BQ, en AP 
een kegelsnede door A en B. Neemt men verder 
Ah 
dan wordt M ’t zwaartepunt van A ABC; neemt men 
it Site en 
dan wordt M ’t hoogtepunt van A ABC, waardoor dus de 
mp. van M bepaald is als de kegelsnede gaande door de 
drie hoekpunten, het hoogtepunt en het zwaartepunt van 
A ABC. 


222. Als ineen koordenvierhoek ABCD, waarvan BD middellijn 
is, Ken F de projecties zijn van B en D op AC, en Gen H de 
projecties resp. van A op CB en van C' op AD, dan zal, wan- 
neer EG den omgeschreven cirkel in het tegenpunt I van À 
snijdt, HF den omgeschreven cirkel in het tegenpunt K van C 
snijden. J. V. D. GRIEND JR. 

Opgelost door J. v. D. GRIEND JR, D. J. KRUYTBOSCH. 


1. Oplossing van J. VAN DE GRIEND JR. 

A ABC vertoont de bijzonderheid, dat de zijde EG van 
den voetpuntsdriehoek gaat door het tegenpunt I van A 
op den omgeschreven cirkel. Wij leiden eerst af,‚ met 
welke betrekking tusschen de hoeken deze bijzonderheid 
overeenkomt. Daar A AIC rechthoekig is en 

ATG ABG 

is IC =b cot 2 en EC =IC cot /2=b cot? /. 
Tevens is EC=a cos C; daaruit volgt de verlangde be- 
trekking 
cos? B (Ĳ) 
Ke en re 
of bij vervanging van sin B door sin A cos C + cos A sin C 
en overal invoering van dubbele hoeken, 

cos 2C — cos2A —3cos2B=1l . . . . (2) 

Ter constructie van zoodanigen driehoek kan men op- 
merken, dat blijkens de waarde EC =b cot? 2, IC middel- 
evenredig is tusschen AC en EC. 

Wanneer nu in AABC aan de voorwaarde (1) of (2) 
voldaan is, dan is dit ook het geval in A ACD bij vervan- 


SinsÂCOS == 
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ging van B door D en verwisseling van A en C, Want 
cos 2B —= cos 2D, omdat, B en D supplementair zijn, en 
cos 2BAC =— cos 2DAC, cos 2BCA = — cos 2DCA, omdat 
ZBAC en Z DAC, ZBCA en Z DCA complementair zijn. 
Dus gaat, bij A ADC, de verbindingslijn HF van de voet- 
punten der hoogtelijnen uit C en D door K, het tegenpunt 
van C. 


IT) Oplossing van D. J. KRUYTBOSCH. 
Te bewijzen: bg AT == bg CK. 
Bewijs: HF is antiparallel aan CD. GE is antiparallel 


aan AB. 
Hieruit volgt: 


ZAEI=AGEC=ZABC == LHDCSZKEC SS ZA 
waaruit volgt: 
bgCL-beAl=bgANH-bgKCG . . . . (2) 
Doordat HF antiparallel is aan CD is ook: 
ZAHN ==4AGDsof : 
bg AN-—bgDK=bgADofbgAN =bgAK . . (3) 
Eveneens is, doordat GE antiparallel is aan AB, op der- 
gelijke wijze aan te toonen, dat: 
betlsbe0l eine he GAREN 
Verbindt men dus C en A met M, dan zullen deze stralen 
de koorden IL en KN loodrecht in P en Q snijden. 
Trek MR | AC, dan is: DM: BM = FR: ER of FR == ER, 
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dus ook: AF =CE. Hieruit volgt de congruentie der recht- 
hoekige AA AFQ en CEP, omdat ook volgens (1) / PEC == 
ZAFQ is. Uit de gelijkheid van AQ en CP volgt nu de 
gelijkheid der koorden — en dus ook der bogen KN en 
IL. Volgens (3) en (4) is dus ook: bg CL = bg AN en dit 
in verband met (2) geeft ons: 

bg AIl= bg KC. 


225. In een spherischen vierhoek, waarvan twee overstaande 
hoeken recht zijn, maakt de spherische loodlijn wit een scheef 
hoekpunt op de diagonaal neergelaten, met de eene zijde in dat 
hoekpunt denzelfden hoek als de diagonaal in dat hoekpunt met 
de andere zijde. J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door J. Vv. D. GRIEND JR, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Zij de spherische vierhoek ABCD met de rechte hoek- 
punten B en D, AE de spherische loodlijn op BD, dan zal 
men uit verschillende boldriehoeken vinden: 

sin DAC sin DC:sin AC sinDC sinDBC _ 
BAC sm BO: sin AC Sein BC sinBDC 
cos DBA cos AE.sin DAB sin BAE 
cos BDA cos AE.sin DAE sin DAE 

Daaruit volgt, dat AC Z BAD in twee hoeken van dezelfde 
sinusverhouding verdeelt als AE, waaruit men dan gemak- 
kelijk afleidt / BAE =/ DAC, £ DAE == / BAC. 


224. Men projecteert de hoekpunten A, B en C van een 
willekeurigen driehoek op een willekeurige rechte t in D, E en 
F. Bewijs, dat de loodlijnen in D, H en F respectievelijk op 
BC, CA en AB door één punt T' gaan, en dat rechten door 
D, E en F evenwijdig met BO, CA en AB een driehoek insluiten, 
congruent met A ABC, Onderzoek de afhankelijkheid van het 


punt T en de rechte t. J. V. D. GRIEND JR. 
Opgelost door J. v. D. GRIEND JR, D. J. KRUYTBOSCH, 
8 J.C. DE MASIER. 


Oplossing van J. VAN DE GRIEND JR. 


Verplaats de rechte t evenwijdig met zich zelf, totdat zij 
samenvalt met een der rechten van Simson van A ABC; 
dit is altijd mogelijk, omdat de rechte van Simson bij een- 
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zelfden driehoek alle richtingen kan aannemen. Bij de 
verplaatsing van t beweegt zich de figuur DEFT onver- 
anderd mee. Zij nu P (Pig. 1) het punt van den omge- 
schreven cirkel van A ABC, waaruit de loodlijnen PQ, PR, 
PS de rechte van Simson QR bepaald hebben; noemen wij 
zijden en- hoeken van A ABC a, b, c, a, 2, v, ZPABS 
en ZPBA =| (tevens / PRS =/FCA=p en Z ECB =W), 
dan is, zooals men gemakkelijk nagaat, 


sin a 


RS = PS == AP sina 
sin p 
en FE =asin veces sin p= APsina 
sin y 
dus KS 


eveneens SQ =DE, QR=ED. Dus: de projecties van de 
zijden van een driehoek 
op de rechte van Sim- 
son zijn respectievelijk 
gelijk aan de stukken, 
waarin die rechte ver- 
deeld. is door de voet- 
punten der loodlijnen, 
die haar bepalen. Trekt 
men nu door D, Een 
F rechten loodrecht 
op de zijden, d í. even- 
wijdig met RP, QP en 
SP, dan zullen deze 
elkander, evenals de 
rechten RP, QP en SP 
in één punt T snijden. 
Trekt men echter bijv. door F en E rechten evenwijdig 
met AB en AC, die elkander in G snijden, dan is A FEG = 
A SRA, enz, waaruit dan gemakkelijk de gelijk- en gelijk- 
vormigheid van ABC met den ontstaanden driehoek GHI 
volgt: 
Om de afhankelijkheid van het punt T en de rechte t na te 
gaan, volgen wij de analytische methode, nemen een zijde 
BC en de bijbehoorende hoogtelijn tot @- en y-as, en noemen 
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de coördinaten van A (0,y,), van B (@,,0), van C (xs; ,0), 
van T (x, y) en de vergelijking van t 
y=Prx Jt Q. 

Dan zal men voor de betrekkingen tusschen x en y en 
P en Q door bekende bewerkingen, waarbij T beschouwd 
wordt als snijpunt van DT en ET, vinden 

Ale SE FIA ONE eere or (1) 
(rs — yy) A + PE) + v3 (Py, — #3) + (Pars Hy) Q=0 (2) 

Daar deze vergelijkingen naar &@ en y van den eersten 
graad zijn, behoort, zooals ook uit de constructie duidelijk 
is, bij één rechte t. één punt T. Elimineert men Q tusschen 
(1) en (2), dan vindt men 


Poy Praat Ply in + 20E) 20: B) 


Daar deze vergelijking in P van den derden graad is, 
en iedere waarde van P in een der vergelijkingen (Ll) of 
(2) één overeenkomstige waarde van Q geeft, volgt hieruit, 
dat bj één punt T' drie verschillende rechten t, t’, t” behooren. 

Stelt men de hoeken, die de drie rechten é met de x-as 
maken, p,‚, p; en pz, dan is 

too, =P, , tgp, =P; , tg ps; =P; 

als P,, P, en P, de wortels van (3) zijn. Men zal hieruit 
gemakkelijk vinden 

(pr toa too) EEE 

ie 

onafhankelijk anp on ya deel: en het punt T. Noemt 
men de richting der rechte, die een hoek p met de x-as 
maakt, zoodat 


dp =P HP2 + P3 

(welke betrekking onafhankelijk is van de richting der 
x-as) de gemiddelde richting der rechten t, t, t*“ (die kan 
voorgesteld worden door elk van 3 rechten, onderling onder 
hoeken van 60°) dan volgt uit de verg. (4), dat deze ge- 
middelde richting constant is. Valt de rechte t samen met 
een der zijden van den driehoek, dan toont de constructie 
gemakkelijk, dat T het hoogtepunt van den driehoek is; de 
andere twee rechten tf en t” zijn dan de andere zijden van 
den driehoek. Dus: 

De gemiddelde richting van de drie rechten, t‚, t en t” ES 
rende bij één punt T' is constant; zij is gelijk aan de gemiddelde 
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richting MN van de zijden van den driehoek, dit volgt ook 
uit de waarde van het tweede lid van (4). 

In het algemeen is de constructie van de drie rechten té 
behoorende bij een gegeven punt T, als volgende uit een 
derde-machtsvergelijking, niet mogelijk. Is echter, zooals 
in de figuur, één der rechten t bekend, dan volgen de beide 
andere # en t/, uit een vierkantsvergelijking en kunnen 
dus ook constructief bepaald worden. Dit is in de figuur 
geschied door op te merken, 1° dat door de richting van é 
en de betrekking (4) de richting van de bissectrice van 
tf en t/ bepaald is; 2° dat de richtingen P, en P, van / 
en #”/ blijkens (3) moeten voldoen aan de betrekking 

LE 
P, P, s. Bd AR y 
waarin het tweede lid bekend is. Paren rechten uit een 
standvastig punt, wier richting aan de eerste voorwaarde 
voldoet, vormen een straleninvolutie ; eveneens die aan de 
tweede voorwaarde voldoen. De gemeenschappelijke stralen 
der involuties geven, als zij reëel zijn, de verlangde rich- 
tingen P, en P,: de rechten # en f/ van deze richtingen” 
volgen dan gemakkelijk uit de ligging van T. 

Bijzondere gevallen. Is 2 =0, d.w.z. ligt T op een hoogtelijn 
van ‚\ ABC, dan is een van de wortels van (3) 0; een der 
rechten t is evenwijdig met de zijde BC, waarop de hoogte- 
lijn is getrokken; de twee andere f/ en tf’ moeten dan 
volgens (4) naar weerszijden gelijke hoeken maken resp. 
met AB en AC. Zij moeten ook door A gaan, omdat anders 
T niet in de hoogtelijn uit A zou kunnen liggen. 

Voor twee bepaalde standen van T in de hoogtelijn vallen 
zij samen; eens in de bissectrice van Z A, eens in de buiten- 
bissectrice. Passeert T het hoogtepunt, dan vallen zij, 
zooals boven is opgemerkt, samen met AB en AC; komt 
T in A, dan leidt men gemakkelijk af, dat zij loodrecht 
staan resp. op AB en AC en door A gaan. De rechte t, 
die evenwijdig is met BC, blijft steeds op een afstand van 
T verwijderd, gelijk die van het hoogtepunt tot de zijde BC. 

Is y=0, d.w.z. doorloopt T een zijde BC van A ABC, 
dan is een der wortels van (3); een der rechten t is - 
loodrecht op de doorloopen zijde BC. Men ziet gemakkelijk, 
dat zij tevens door T gaat. Wanneer dus T op een der 
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zijden van A ABC ligt, staat een der rechten t loodrecht 
op die zijde en gaat door T. 
Opmerking. De vergelijking (3) in den vorm: 


(PPH IPy Ho) Ps a) HP (yi) =0 


toont, dat, wanneer een der rechten t dia evenwijdig aan 
zich zelf verplaatst; T een rechte, loodrecht op deze rechte 
t doorloopt. 


225. Wanneer in het nen systeem van vergelijkingen 


AC detArn On 0e Ar Or Arn 
EEn ade 0, de Banne crd 


l4-m)n is, dan zijn óf de l vergelijkingen : 

A % se st Á, Ende 

Aj, Het Are,=0 
óf de m vergelijkingen 

Cie, B ar. 0 End 

Era Een HO ” ens 
onderling afhankelijk, óf beide gevallen doen zich tegelijkertijd 
voor. 

Opgelost door J. v. D. GRIEND JR. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


De eerste rij der gegeven vergelijkingen toont, dat 


en Ie EEn een wortelstelsel is van het systeem 
vergelijkingen 
11% zi Ant 0 
nnen nennen Os eet Le 
A7 1 aten. Aj nn 0 
Zoo toont de pmveede rij, dat ook C,_,...C, , een wor- 


2, 
telstelsel is, enz. Aan de | EEn 1) met ” on- 
bekenden voldoen dus de m wortelstelsels C, VEE ‚C 
ek Os waarbij lm)». Dit is alleen mogelijk 
(zie bijv. £. Bes. „Uit de Theorie der Alg. Verg.” Wisk. T. 
zen Jrene., p. 208, S 41, en ook als boekje verschenen bij 
P, Visser Azn. te Haarlem), wanneer òf de wortelstelsels, òf 


Ln 3 
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de vergelijkingen van elkander afhankelijk zijn. Het laatste 
geval spreekt de afhankelijkheid (1) uit, het aantal lineaire 
betrekkingen, dat tusschen de vergelijkingen (1) bestaat, 
is LH m—n. Uit het eerste geval (afhankelijkheid der 
wortelstelsels) volgt de afhankelijkheid van het tweede 
systeem van vergelijkingen 

Om sate Co n®n En 


ee en EE 
Cit Feet Crntn = 


mn ” 

Want dan zijn de coëfficiënten dezer vergelijkingen, die 
in kolommen staan, in iedere kolom verbonden door dezelfde 
lineaire betrekkingen ; het aautal dezer betrekkingen, dus 
ook het aantal lineaire betrekkingen tusschen de verge- 
lijkingen (2), is weer 4 m—n. 

Het is ook mogelijk, dat beide gevallen tegelijkertijd 
voorkomen. 

Noemen we het aantal lineaire betrekkingen tusschen (1) 
l,, en dat tusschen (2) m,, dan moet men altijd hebben 
(Bes. t.a.p. 8 48): 

Ld-m,=ldmn. 

Ander bewijs. Vullen wij het rechthoekige systeem der 
coëfficiënten A aan tot een quadratisch systeem door middel 
van elementen p, en het rechthoekige systeem der coëffi- 
ciënten C tot een quadratisch systeem door elementen q, 
en nemen het produkt van de determinanten dezer systemen. 


A bee BR Am Gt WP Cin 
LT Arn Cn Sie li Cane ER 
re an mas 1 Amin 
Pi Re Dn ER kan Inn 
dan krijgt men een determinant 
A: oale Arn Cine À, Chn + A, nmr] 


. . . . ° . . . . . . « . „| (4 
Az, Ci geet Arn Carne A Out tn, 


. . , . e . . « . . . 


òl 


die O is voor alle waarden van p en q, omdat bij ontwik- 
keling naar de onderdeterminanten gevormd uit de eerste 
l rijen al deze onderdeterminanten 0 zijn (want in ieder 
dezer rijen zijn m, dus meer dan „-——/ elementen 0). Dus 
moet ook een der factoren van het eerste produkt bij alle 
p en q 0 zijn, di. òf van den eersten òf van den tweeden 
factor moeten alle onderdeterminanten der hoogste orde 
met de elementen A of C 0 zijn, di. òf de vergelijkingen 
(1) òf (2) moeten afhankelijk zijn. Zijn nu de vergelijkingen 
(1) verbonden door 4, lineaire betrekkingen, waarbij 
bl, {UH mn, 
dan kan men uit de coëfficienten A een assemblant van 
l_—l, rijen vormen, waarvan niet alle onderdeterminanten 
der hoogste orde 0 zijn. Kiest men dan van de coëfficienten 
C m—m, willekeurige rijen, zoodat 
Ll, Hmm =ntl1, 
en vult de determinanten (3) op de overeenkomstige wijze 
met meer elementen p en q aan, dan komt nog in de deter- 
minante (4) een assemblant met elementen X . AC =0 voor, 
die L—l, rijen en m— m;, kolommen heeft, waarbij 
Ll, mm )n; 
dan is dus nog de determinante (4) = 0 en moet dus ook, 
omdat de determinant (A) niet 0 is, de determinant (C) O0 
zijn. D.w.z. alle onderdeterminanten van een willekeurigen 
assemblant van m — m’ rijen C zijn 0, dus moeten de ver- 
gelijkingen (2) verbonden zijn door m’ +4 1 =m, lineaire 
betrekkingen, en men vindt als boven 


lm, =ld-m—n. 


_ 226. Als het punt zeen cirkel C met middelpunt a beschrijft 
zal de enkelwaardige functie u=f (z) in het u-vlak een gesloten 
kromme y beschrijven. Als men nu aan elk element van y 
een massa geeft evenredig aan het correspondeerende element 
van C, dan vraagt men te bewijzen, dat het zwaartepunt van y 
het punt r is, als r de som der residuen van 


{ (2) 
2d | 
bj de polen binnen C' voorstelt, Drei ve DaRAMP 
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Opgelost door Dr. H. v. D. KAMP. 
Oplossing van Dr. H. v. D. KAMP. 


Noemen we den straal van C:o en stellen z — a == pe ze 


dan behoort bij het element du van y het element „ dó van C. 

Stel u=8& Jin en noem de coördinaten van het zwaarte- 
punt in het wv-vlak X en Y, dan wordt het zwaartepunt 
zelf voorgesteld door X +4Y. Nu is 


[aur ae [rav vas 


Í Died | aura” 


als we de massa van du eenvoudigshalve gelijk aan du . s'dó 
stellen, daar een evenredigheidsfactor bij de deeling toch 
verdwijnt. 

Daar we echter du als constant beschouwen, kunnen we 
het punt ook voorstellen door: 


en) CE 


alle integralen genomen langs den omtrek van C. Nu is 
echter 


en de integraal in den noemer van de laatste breuk is 2a 
dus gaat de laatste vorm over in: 


1 ude 
mi Jaa 
som der residuen van 
{@ 
gj (fl 


bij de polen binnen de integratiekromme gelegen. 


227. Als van een zeshoek, die in een vlakke kromme van 
den derden graad beschreven is, twee paar overstaande zijden 
evenwijdig loopen aan twee der asymptoten, dan is het derde 
paar zijden evenwijdig aan de derde asymptoot. Ki 

Als van een ingeschreven parallelogram de zijden evenwijdig 
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loopen aan twee der asymptoten, dan zullen de raaklijnen in 
twee overstaande hoekpunten elkander snijden op de kromme. 
DR. J. Rosr. 


Opgelost door DR. J. ROSE. 
Oplossing van DR. J. ROSE. 


1. On sait que lorsque 6 sommets d'un hexagone et 2 
des points de concours des côtés opposés sont sur une 
cubique, le troisième lest aussi et réciproguement. Dans 
le cas actuel les 2 points de concours des côtés opposés 
sont 2 des points à linfini de la cubique; le 3e est donc 
le 3e point à linfini de la cubique et le 3e couple de côtés 
opposés de l'hexagone est formé de côtés parallêles à la 
de asymptote. 

2. De même quand un quadrilatêre a ses 4 sommets et 
les 2 points de concours des côtés opposés sur une même 
cubique, les tangentes en 2 sommets opposés se coupent 
aussi sur la cubique. Ces conditions étant réalisées dans 
le cas actuel, les côtés opposés se coupant en 2 des points 
à Yinfini de la courbe, la propriété est démontrée. 


228. De asymptootvlakken te bepalen van 
EE RAG eden el) Lj DR. J. ROSE. 
Opgelost door DR. J. ROSE. 
Oplossing van DR. J. ROSE. 


En général l'équation différentielle des asymptotiques 
d'une surface est 
rde? 4 2s dae dy + tdy® =0. 


2 122 sn ad 
Dans le cas actuel p ea 1(3n? Hy); q Dy 
ODE NR LA B Ee 
= gp 0; den or vlan 


L'équation des asymptotiques est donc 
Za dae? + dae dy =O ou da (3e dae + dy) =0. 
Done les projections de ces courbes sur le plan des xy sont 
ti 
sx? + 2y=c 
c'est-à-dire des parallèles à l'axe des y et une série de 
paraboles ayant cet axe pour direction diamétrale. 
Oplossing van Vraagstukken W. T. 9e Jrg. 3 
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229. Van een cirkelsegment is de koorde AB. Een willekeurig 
punt G wordt genomen op den boog; eveneens een willekeurig 
punt H op het oppervlak van het segment. Gevraagd de kans 
dat het punt H binnen den driehoek AGB ligt. Bereken ook 
de gemiddelde waarde van den hoek AHB. (Neem de lengte 
van den boog gelijk aan 2x, gemeten met den straal als lengte- 
eenheid). 


Opgelost door C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. v. SPAENDONCK. 


De kans dat de boog GB gelijk 24 is, is gelijk aan 
ÍE, De kans dat H in den driehoek AGB ligt, is gegeven 
door de verhouding der oppervlakken van driehoek en 
segment. Deze oppervlakken worden resp. uitgedrukt 
door 2 sin « sin x sin («a — x) en « — sin « cos «, en dus de kans, 
dat tegelijkertijd boog GB gelijk aan 2x is en het punt H 
binnen den driehoek AGB ligt is 

2sin x sin «sin (« — «@) dv 
a (« — sin « COS «) 

Nu kan echter G op alle punten van den boog liggen, 
m.a.w. @ kan alle waarden aannemen van Ô tot «; en men 
behoeft dus om de geheele kans te vinden, bovenstaande 
uitdrukking slechts tusschen O0 en « te integreeren. De 
integratie levert geen moeilijkheid; de uitkomst is 

sin « (sin « — a COS «) 
a(a—sinacosa) ° 

Om de gemiddelde waarde van den hoek AHB te vinden, 
stellen wij den boog voor door de vgl. r =?2 sin («a — x), 
waarbij A en AB resp. tot oorsprong en oorsprongslijn 
genomen zijn. Duidelijk is het nu, dat de gemiddelde 
waarde van AHB gelijk is aan mz, verminderd met het 
gemiddelde van de som der basishoeken, of wat op het- 
zelfde neerkomt, verminderd met tweemaal de gemid- 
delde waarde van een der basishoeken. Het aantal malen, 
dat eenzelfde hoek, bv. @, voorkomt in de dubbel onein- 
dige reeks van alle basishoeken (A), kan gemeten worden 
door de verhouding van een oneindig klein driehoekje, 
ingesloten tusschen de voerstralen 7 PEN het 
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oppervlak van het geheele segment, mits dit laatste als 
maat genomen wordt voor het aantal hoeken in de dubbel 
oneindige reeks. Op deze wijze kan men de dubbel on- 
eindige reeks tot een enkelvoudige oneindige reeks her- 
leiden, waarvan elke term wordt voorgesteld door 
2e sin? (« — x) de 
a— sinacosa 
Immers het oppervlak van een elementair driehoekje 
is gelijk aan 4r°de of 2 sin? (a — v) dx. 
Om nu het gemiddelde te vinden van alle termen 
2e sin? (a — «x) de 
a— sinacosa 
deze uitdrukking tusschen de grenzen 0 en « en deelt door 
het verschil der grenzen. 
De gemiddelde waarde van A HAB is dus 
X 
1 f2osin?(a—o)dre a? — sin? « 
d «—sinacosa — ° a(a—sinacosa) 


integreert men op de gewone manier 


rol 


en dus ten slotte de gemiddelde waarde van AHB is gelijk 
a? — sin? a | 


Ee 
« (a — sin « COS «) C. Vv. SPAENDONCK. 


230. Een cirkel (straal R) rolt zonder glijden over een horizontale 
rechte lijn. Elk punt van den omtrek beschrijft een cycloïde ; elk 
punt binnen den cirkel (straal r < _R) doorloopt een verkorte, 
elk punt er buiten (straal R‚ >) R) een verlengde cycloïde. 

Bij de verkorte cycloïde zyn twee buigpunten in elken tak en 
twee toppen ; bij de verlengde zijn twee punten waar de raaklijn 
loodrecht is op de loodlijn, en twee toppen. 

Het middelpunt van den cirkel wordt ondersteld met constante 
snelheid te bewegen. 

Gevraagd te bewijzen ; 

Bij de verkorte cycloïde is de snelheid in een der buigpunten 
middenevenredig tusschen de horizontale snelheden (in de beide 
toppen). 

Bij de verlengde cycloïde is de vertikale snelheid middeneven- 
redig tusschen de beide horizontale snelheden. (Zie ook 231—233). 

F, J. VAES, 


56 
Opgelost door W. F. GHSOLF, J. GROOTEN, D. POSTMA, 
J. Vv. ROON, F. J. VAES. 
Oplossing van F.J. VAES. 


Wanneer het middelpunt beweegt met snelheid v,, dan 
is de snelheid aan den omtrek ook v,, en wanneer men 


van een punt O uit de translatiesnelheid OM uitzet en 
samenstelt met de rotatiesnelheid MA, dan is de werkelijke 
snelheid OA koorde van den cirkel uit M met straal MO 
beschreven, zoodat deze cirkel de hodograaph der bewe- 
ging voorstelt. 

Bij de verkorte cycloïde wordt de snelheid van het be- 
schrijvende punt gevonden door de translatiesnelheid wv, 
samen te stellen met een rotatiesnelheid 


Opt Uy: 


R 

De hodograaph is dus weder een cirkel, doch nu met den 
pool O er buiten. 

De snelheid in de eene top is OB =v, —vs, en in de 
andere OC =v, + vs. 

De snelheid OA in een der buigpunten is blijkbaar mid- 
denevenredig tusschen de genoemde, omdat zij raakt aan 
den cirkel. 

Bij de verlengde eycloïde is de hodograaph weder een 
cirkel, doch met den pool O er binnen. Dat de vertikale 
snelheid middenevenredig is tusschen de beide horizontale, 
blijkt onmiddellijk uit de figuur. 


231. Hoe groot moet 5 ( Vraagstuk 230) zijn, opdat de raak- 


lijnen in de buigpunten bij de verkorte cycloïde loodrecht op 
elkander staan. F, J. VAES, 


31 


Opgelost door W.F. GISOLF, J. GROOTEN, D. POSTMA, 
Tove KROONDE MAES. 
Oplossing van F.J. VAES. 
He 2rmoet ZAOAf GE zijn dus (OM ==) —=vs 2 
dus r=4R\V2. 


232. Bij alle eycloïden, bedoeld in Vraagstuk 230, is de 
totale versnelling constant ; bij de gewone cycloïde verdeelt haar 
richting de hoeken van de raaklijn en de vertikaal in het raakpunt 
in deelen, die zich verhouden als 1:2. A NR IE 


Opgelost door W.F. GISOLF, J.-GROOTEN, J. v. ROON, 
He JnV ARS. 


Oplossing van F. J. VAES. 


De snelheid, waarmede het punt A in de hodograaph 
beweegt, is de versnelling van het punt op de cycloïde. 
Deze snelheid is constant, terwijl in fig. 1 hare richting 
AD een hoek « maakt met die der snelheid OA, en een 
hoek 2«a met de vertikaal OD. 


233. Wanneer een verkorte cycloïde (Vraagstuk 230) be- 
schreven is, kan men zich een gewone cycloïde denken op dezelfde 
basis, die aan de verkorte in het buigpunt raakt. Wanneer de 
hoeksnelheid voor beide evengroot is, dan hebben de beschrijvende 
punten in het raakpunt gelijke snelheden. He MAES: 


Opgelost door W. P. GISOLF, J. GROOTEN, J. v. ROON, 
PRJ MAES: 


Oplossing. Im fig. 4 zijn de hodographen van fig. 1, 2 en 
8 vereenigd. De rotatiesnelheden van verschillende punten 
verhouden zich als hun stralen, en als men de hoeksnel- 
heid =1l neemt, worden ze voorgesteld door die stralen. 

Daaruit volgt, dat als men fig. 4 90° gedraaid voor zich 
leet, de voorstelling verkregen wordt van den over de 
basis PQ, rollenden cirkel MO, en twee andere cirkels. Alles 
wat in de bewegende figuur voorkomt, zal men dus terug- 
vinden in de hodographenfiguur; en daar men in deze 
laatste voor verschillende waarden van # als hodograaph 
voor de punten, die zich in buigpunten hunner baan be- 
vinden, den op OM als middellijn beschreven cirkel vindt, 
zal deze cirkel na draaïïng der figuur ook de meetkundige 
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plaats zijn van de punten, die zich juist bevinden in het 
buigpunt hunner baan. 

Evenzoo is PQ hodograaph voor de 
punten, waarvan de snelheid vertikaal 
is; bijgevolg is de basis der cycloïde 
de meetk. plaats van de punten waarin 
de snelheid vertikaal is. 

(De beide meetk. plaatsen zijn de 
cirkels van Bresse). 

Men kan den gestipten cirkel in fig. 4 
ook opvatten als hodograaph van een gewone cycloïde, waar- 
van het middelpunt beweegt met snelheid ON=4OM. Bevindt 
het punt op de verkorte cycloïde zich in het buigpunt zijner 
baan, dan is OE de snelheid in grootte en richting; deze 
kan ook beschouwd worden als te zijn samengesteld uit 
de translatiesnelheid ON, en de rotatiesnelheid NE, 


234. Als gegeven zijn de vijf vergelijkingen 


CL La tide ha 

a? b?2 ’ a? b? ’ 
a kr RS DEL 4 
a b fn b? )_ 444192 


vraagt men hieruit @,, Y1, %a en y» te elimineeren. 
H. G. A. VERKAARD 
Opgelost door J. GROOTEN, D. PosTMaA, H. G. A. VERKAART, 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. GROOTEN. 
eN Net ge ez dh (2) 5 
y 


a? b? 1 a? Yi b2 
ah Er er el Î % Li 4] : 
US —_= |, AL 
a? b? ’ DR a? Ji b? 
45 } 
Noemen we 5 : @,, dan is 
1 
pi 1 LO, 


bj [EH of ab? pj a) (bat) 
zoodat 
bt (a? —2®)p* H2atbt jp, — at (y? +b)=0  (D 
Evenzoo vindt men Ze =p; stellende 
bt (a? — 0?) p3* FRab? wyp, — at (y? +b2)=0 . (ID) 
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Vermindert men (I) met (II) en deelt men door p‚ — ps 
dan volgt: 


bant PiP LADY 0 . (EI) 
of b* (a? —x?) (p1° + PiP») + 24°b? vyp, =0. 
Volgens de laatste vergelijking is 
at 
En ve 
dus (dn OO det Za br y dp =—=0 à (IV) 


Uit (I) en IV) elimineert men wp, door aftrekking en vindt 
at [a? Hy? — a? +b?]=0 of 
ON A ee (VO) 


235. Indien de vergelijking XK —aX?+BX—y=0 tot 
wortels heeft de zijden van een A ABC, vraagt men van welke 
vergelijking de wortels zijn cos A, cos B en cos C, 

(Keole polytechnique de Paris. Concours d'admission 1906). 

H. G. A. VERKAART. 
Opgelost door J. GROOTEN, D. PosrMa, H. G. A. VERKAART, 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 
Noemen we de zijden a, b, c‚, dan is gegeven: 
DT ODE 
er a? + b2 i c? 
2be 
Xa (b? HC?) — a? 


cos Â = 


ERCOS AN De 
XE (a (b2 He?) =a? (bd ej= Zalab tac) = Za(B—be) = 
Ba 3y=af — Sy. 
rat =a(a® — 3) J 3y =at — Sat J By. 
dus Beos A= (at daf — 67) De A Mirt ed! 
Noemen we a? Jb? Jc? —=a4? — 2 voorloopig s, dan 
kunnen we schrijven 


s— a? 
cos A = Ibo 
Er 0e (DEC AAD? Ct 
zoodat cos B cos C—= Äa?be Ee 


X cos B cos C = D: (Bs? —2s X be (be + C°) + 4XbC3|. 


X be (b2 He?) =Ebels — a?) =sl—ay. 
X b3c3 = be. IE? be — Jayl + 3y? = BP — Baly J 3y? 
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Hieruit volgt: 
Er cos B cos C = De \— Bs? H2xy5 JAS — 12aBy H 12y?|. 
Na voor s gesubstitueerd te hebben a? — 22 en na eenige 
herleiding : | 
X cos B cos C = De at BA 2atyt4x? B2—16ay 1242 (2) 
s—2a? s—2b? s—2C? 
Cos A cos B cos C = EEn 
== 5 \s3 —2 (a? b2He?) s°H4 (ab? Hate? Hb?e?)s Babe). 
a?b? + a?c? Hb?e? =B° —2xy, zoodat we na eenige her- 
leiding hebben: 
Cos A cos B cos C = 
ei Ne at Bet B— Baby — Bar B? H- 16afy 8: WB) 


Noemen we de gevonden vormen onder (1), (2) en (3) 
achtereenvolgens P,‚, Q en R,‚ dan zijn cos A, cos Ben cos C 
de wortels der vergelijking X? — PX? + QX—R=0. 


236. Twee cirkels snijden elkander in A en B. Men verbindt 
een veranderlijk punt op den eenen cirkel met A en met B; 
de verbindende lijnen snijden den tweeden cirkel nog in a en in 
b. Men vraagt: 

a. De omhullende van ab. 

b. De m. pl. van het snijpunt van Ab met aB. 

c. De m. pl. van het middelpunt van den omgeschreren cirkel 
van A Pab. 

d. Idem van zijn orthocentrum. 

e. De verandering in grootte van A Pab na te gaan. 

f. De m. pl. van het midden der lijn die de middens der _ 
diagonalen verbindt. C. A. CIKOT. 


Opgelost door C. A. CrKOT, D. POSTMA, 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 
a) ab en AB zijn antiparallel ten opzichte van Z P,m.a.w. 
A Pab -v A PBA, waaruit: 
aDAB == PD EAS 
Maar al de AA PAb zijn gelijkvormig, dus is de laatste 
verhouding constant, en daar ook AB constant is, behoudt 
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ab dezelfde grootte, m.a.w. raakt een cirkel concentrisch 
met den tweeden. 

b) Daaruit volgt dan verder, dat de boog ab in dien 
cirkel constant is, wat tengevolge heeft dat de lijnen Ab 
en Ba een constanten hoek met elkaar maken; de m. pl. 
van hun snijpunt is derhalve de omtrek van een cirkel 
die door A en door B gaat. 

c) De bedoelde driehoeken hebben nu alle gelijke basis 
en gelijken tophoek, daarom zijn hunne omgeschreven 
cirkels gelijk, De raaklijn aan den omgeschreven cirkel 
in P is evenwijdig met AB, dus het middelpunt van zoo’n 
cirkel ligt in de lijn uit P evenwijdig met de as der cirkels 
getrokken, en daar de stralen van al die cirkels gelijk 
zijn, is dus de m. pl. een cirkel gelijk aan den eersten. 
Die omgeschreven cirkels omhullen twee cirkels. 

‚d) In een driehoek zijn de straal van den omgeschreven 
cirkel en de hoogtelijn voor eenzelfde hoekpunt isogonaal 
verwant; in verband met bovengenoemd antiparallelisme 
blijkt dus dat alle hoogtelijnen uit de punten P door het 
middelpunt van den eersten cirkel gaan; daar alle driehoeken 
gelijke basis en gelijken tophoek hebben, is de afstand van 
P tot hun orthocentrum ook voor alle gelijk; derhalve lig- 
gen die orthocentra alle evenver van het middelpunt van den 
eersten cirkel, m.a w. op een cirkel daarmee concentrisch. 

e) Uit de gelijkvormigheid van A Pab en PBA, en uit 
de standvastigheid van ab en AB blijkt dat, A Pab verandert 
met A PBA. Deze laatste bereikt 2 maal een maximum 
(voor P op de as van de twee cirkels) en 2 maal een 
minimum (nul voor P in A of in B.) 

f. Dat punt is identisch met het midden der lijn, die de 
middens van twee overstaande zijden verbindt; het midden 
van de gemeenschappelijke koorde der twee oorspronkelijke 
cirkels blijft op zijn plaats; het midden van ab beschrijft 
een cirkel, dus de m. pl. is een cirkel. 


Optossing van J. A. WERTENBROEK. 


Zij M het middelpunt van den eersten, N dat van den 
tweeden cirkel. Laat verder ZAMN =a en Z ANM == zijn. 
a) ZaBb=/ZaPB+/ BaP=a-g; ab heeft dus een 
constante lengte, zoodat de omhullende een cirkel, concen- 
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trisch met cirkel N is. De straal van den gevonden cirkel 
is gelijk aan de projectie AC van AN op MA. 

b) De gevr. meetk. plaats, is een cirkelsegment beschre- 
ven op AB als koorde, en dat een Z/ («a + 22) bevat. 

c) Daar van A Pab, ab en ZP constant zijn, is ook de 
straal van den omgeschreven cirkel constant. Door de 
beschouwing van den rechth. A MNC blijkt deze straal de 
afstand MN der middelpunten te zijn. Daar het middelpunt 
steeds op een afstand MC == MN cosa van het midden van 
ab verwijderd blijft, blijft ook zijn afstand MC — AC = MA 
tot N constant : m.a.w. de gevraagde meetk. plaats is een 
cirkel met N tot middelpunt en MA tot straal. 

d) ZMPB =90° —/PAB =90° —/abB. Derhalve PM 
| ab. De afstand van het orthocentrum H tot P is gelijk 
aan den dubbelen afstand van het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel tot ab, zoodat PH=2MN cosa. H 
beweegt zich dus op een cirkel met M tot middelpunt en 
2MN cosa — MA tot straal. 

e) Daar APab — APBA is, verandert de grootte van A Pab 
op dezelfde wijze als die van \ PBA. Die grootte is dus max. 
resp. min. als de afstand van P tot AB max. resp. min. is. 

f. Het bedoelde midden is tevens het midden D van de 
verbindingslijn van het midden E van AB met dat van ab. 
Daar nu dit laatste midden een cirkel beschrijft, zal ook 
D een cirkel beschrijven. 


231. Het stereometrisch analogon van de vorige vraag. (Wat 

betreft: a, b, c en €). C. A. CIKOT. 
Opgelost door C. A. CikOT, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van C. A. CIKOT. 

Men heeft 2 elkander snijdende bollen. Op den eenen 
neemt men een punt P en beschouwt dit als top van een 
kegel, waarvan het grondvlak samenvalt met de doorsnede 
der bollen. Nu is ’t bekend dat zoo'n kegel den tweeden 
bol een tweeden keer volgens een cirkel snijdt, en men kan 
nu vragen naar het omhullend oppervlak van die tweede 
doorsnede, verder naar den top van den tweeden kegel 
waarop de twee cirkels liggen, naar het middelpunt van 
den omgeschreven bol, en naar de verandering der grootte 
van den kegel, die P tot top heeft en de tweede doorsnede 
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tot grondvlak. De antwoorden kunnen verkregen worden 
uit, en stemmen overeen met de resultaten van het vorige 
nummer. 


238. In een ellips een middellijn zóó trekken dat, als men 
de ééne ellipshelft daaromheen op de andere helft vouwt, het ge- 
meenschappelijk stuk minimum zij. C. A. CIKOT. 
Opgelost door C. A. CrkoT, H. v. DINTER, W. H. SCHMELLING, 

W. A. SLINKERS, J. A. WERTENBROEK (3 opl), 
J.J. C. WESTENDORP. 
Oplossing van C. A. CIKOT. 

Het gemeenschappelijk stuk is het dubbel van: 4 ellips 
verminderd met een sector aan de kleine as en vermeer- 
derd met een sector aan de groote as. Bij een elementaire 
verandering moet de eene sector evenveel toenemen als 
de andere afnemen; deze sectoren kan men beschouwen 
als driehoeken; daar deze gelijke tophoeken en gelijke 
oppervlakken hebben, moeten de producten der opstaande 
zijden gelijk zijn, en daar die opstaande zijden in iederen 
driehoek gelijk zijn, moet dus de middellijn waarom ge- 
vouwen wordt, gelijk zijn aan die welke er loodrecht op 
staat, m.a.w. zij moet een hoek van 45° met de assen maken. 

Oplossing van H. v. DINTER. 

Laat de gezochte middellijn een hoek p maken met de groote 
as. De vraag komt hierop neer : tusschen welke 2 onderling 
loodrechte middelpuntsstralen is het besloten oppervlak 
minimum ? 

Zij de vergelijking der ellips in pooleoördinaten met het 
centrum als pool en de groote as als basis 

2 En ò ie De 5) EN 

Een oppervlakte element wordt gegeven door : 

a°b? dò 
ie “2 b2eos?d + a? sin? 

Dus het oppervlak besloten tusschen 2 loodrechte middel- 
puntsstralen wordt gegeven door de integraal : 


v/e 
Hs 


Le al CEE sin? 


1 


Dit moet minimum worden. 
Differentieert men nu de integraal naar wp, dan is: 


du Ze | 1 1 Bel 
de b? sin?p +a?cos?p b? eos?p Ja? sin?p d 
of COS 2p Res, 
(b? sin?p Ja? cos°p) (b? cos? +a?sin?®) _ ’ 
7 Sr 
waaruit Ge Or 


Beide waarden leveren dezelfde middellijn op, gelijk 
duidelijk is, daar bij een minimum tegelijk een maximum moet 
optreden, hetgeen verkregen wordt door een der middel- 
puntsstralen te verlengen. De analyse bevestigt dit, want 
d'un abe (a* —b?) sin 20 (a? —b?) sin 2p 
do? 2 U(b?sin? Ha? cos)? + (72 cos? + a? sin?p)? |" 

Sar 
1 negatief voor p = Bi 
De gezochte middellijn is dus de bissectrice der assen. 


Dit is positief voor p= 


239. Van de kegelsnede N, Ns + pN3 =0, waarin N, =0, 
N= 0, N;==0 normaalvergelijkingen van rechten zijn, de ele- 
menten te bepalen. J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door H. v. DINTER, J. Vv. D. GRIEND JR. 
I) Oplossing van H. VAN DINTER. 


De kegelsnede is een hyperbool, welker asymptoten even- 
wijdig loopen aan N,=0, N,==0. De punten 
(N,=0, Ns =0),(N, =0, N; =0) 
liggen op de hyperbool. 
Noemen we deze resp. A en B, het snijpunt van - 
Nrs Ne dd 
Stellen we voor de vergelijking der asymptoten : 
| (N; —k) (Ns —l) =0 | 
dán moet de uitdrukking 
NN, + pNs —(N, —h) (Ns —U)=0 
onafhankelijk zijn van w en y. Als nu a,, «,, «3 resp. de 
hoeken - voorstellen welke de rechten N,==0, enz. met de 
X-as maken, dan moet dus: 


peos az +keosa, +leosax, =0 
en psinaz +ksina, + lsina, —=0 zijn, 
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z_PSin(e,—e,)_ psinB B CA 

mee sn LAB 
zPSinle,—a) psinA _, BO 

ne tn AB 

Hierdoor zijn de asymptoten gevonden. De bissectrice 
der asymptoten in den hoek, waarin A en B liggen, is de 
reëele as. Om den top te vinden gaan we als volgt te 
werk ; trek door A een lijn zoodanig, dat het stuk begrepen 
tusschen de asymptoten in A middendoor gedeeld wordt. 
Deze lijn is de raaklijn in A. We construeeren de middel- 
evenredige tusschen de stukken welke deze lijn van de 
asymptoten afsnijdt, en zetten deze op elk der asymptoten 
uit; de verbindingslijn der uiteinden snijdt de as in den 
top; brandpunt en richtlijn worden nu onmiddellijk gevonden. 


waaruit 


II) Oplossing van J. v. D. GRIEND Je. 


Vervangt men p door Ox + 0y + p, het eerste lid van de 
vergelijking der oneindig verre rechte, zoodat de gegeven 
vergelijking wordt 


N; Ns + (Ox + 0y +9) N; =0 

dan blijkt zij een kegelsnede voor te stellen, die gaat door 
de 4 snijpunten van N,=0 en N,=0 met N,=0 en 
Ox + Oy + p =0, een hyperbool dus, die gaat door de snij- 
punten van N, en N, met N; en wier asymptoten even- 
wijdig zijn met N,=0 en N,=0, 

Om den afstand d, van N, — 0 tot de daaraan evenwijdige 
asymptoot te vinden, schrijven wij de vergelijking der 
kegelsnede in den vorm: 


en laten het beschrijvende punt der hyperbool in de rich- 

ting N, =0 in het oneindige verdwijnen. Neemt men aan, 

dat de oorsprong binnen den driehoek ligt, die door 
Nen OE RN 

gevormd wordt (zijden a, b, c‚, hoeken «, 4, y) dan zal men 

daarbij gemakkelijk kunnen nagaan, dat het quotient 


we 


nadert tot de waarde 


ED esin wf 
zoodat 
b 
d =D ' ’ (1) 
wordt. Eveneens 
dimi nn 


als afstand van N,=0 en de daarmee evenwijdige asymp- 
toot. Daardoor zijn de beide asymptoten, dus ook middel- 
punt en asrichtingen bepaald. Men kan nog opmerken, 
dat het middelpunt O op de zwaartelijn uit het snijpunt 
van N,=0 en N, =0 moet liggen, omdat de driehoeken, 
die O tot top en de zijden a en b tot basis hebben, blijkens 
de vergelijkingen (1) en (2) gelijk zijn; — de plaats van O 
op deze zwaartelijn hangt af van de waarde van p. En 
tevens, omdat de snijpunten van N;=0 met N,=0 en 
N,==0 punten van de hyperbool zijn, dat genoemde zwaarte- 
lijn en de rechte N,=0 toegevoegde richtingen van de 
hyperbool zijn. 


240. Ken veranderlijke gelijkbeenige driehoek beweegt zich 
zoodanig, dat de uiteinden van een der beenen AC twee gegeven 
rechten a en c doorloopen, de projectie van dit been op een dezer 
rechten a dezelfde grootte blijft behouden en het andere been BA 
evenwijdig blijft aan een gegeven richting. Bepaal de meetkundige 
plaats van het derde hoekpunt. J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door H. v. DINTER, J. V. D. GRIEND JR., 
D. POSTMA, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Neem de lijn a tot X-as, het snijpunt O van a en c tot 
oorsprong en de lijn door O // gegeven richting tot Y-as. 
Noem « den Z tusschen a en c. We zullen verder veron- 
derstellen dat de proj. p van AC op a in de richting van 
de pos. X-as genomen wordt. Dan is: 

CD? _ AB? —AD* 
OD?” (OA + AD)?’ 
waarbij CD | a. Noemt men de coördinaten van B(X, Y), 


LOR 


dan komt er: 


een er 
Verschuift men nu het coördinatenstelsel naar het punt 
(—p,0), dan krijgt men als vorh van de gevraagde 
meetk. Ve X?teta=Y?—p? of 
De NA 
RO NE ee (L) 
zijnde de vergelijking van een hyperbool op 2 toegevoegde 
middellijnen. Daar deze in grootte en stand bekend zijn, 
is de hyperbool te construeeren. 
Let men niet op de richting van de proj. p, dan vindt 
men nog een 2de hyperbool congruent en // geplaatst met 
(1), waarvan (p, 0) het middelpunt is. 


241. In een willekeurig punt P eener kegelsnede (ellips, 
hyperbool, parabool) trekt men de normaal, die de groote as 
in Q snijdt. De projectie van PQ op een der voerstralen 
van P is constant en gelijk aan den parameter. 

Men vraagt dit meetkundig te bewijzen. J. GROOTEN. 

Opgelost door J. GROOTEN, Dr. J. ROSE, 
W. H. SCHMELLING, H. VERSTEEG. 


Oplossing van J. GROOTEN, Dr. J. ROSE en 
W. H. SCHMELLING. 
Bewijs: In een ellips is PQ de bissectrice van den hoek 
door de voerstralen (wv, en v‚) gevormd. Zijn F, en F, 
de brandpunten, dan is die bissectrice in 


— 20, Vr P 
De projectie van PQ op een der voerstralen 
_ 20: V» En dt 
in De Gand 


DEE wv; +3)? — OE A AC» — b2 
vi, dvs 2o0s RR dalen a’ 
d.i. constant en gelijk aan den parameter. 
In een hyperbool is PQ de buitenbissectrice van den 
hoek door de voerstralen gevormd d.i 
Zoo 
Or DE 
waarin Z F‚PF, wederom =ZP. De projectie van die 
buitenbissectrice op een voerstraal = 
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wv f E DÛ 
LE sin? =S, (l—ecos P)= 
(A ETS Uy 2 U, zp 20 
et Pig Act (Dj 0) ACN 
V, ERS Vg Ì 20, Vg: 4a Gen a’ 


d.i. constant en =den parameter. 

In een parabool wordt een voerstraal een rechte door 
P // de as. Projecteert men Q op die rechte in Q,, of wel 
projecteert men P op de as in P,, dan is PQ, =P, Q. 

Het laatste stuk, de projectie van de normaal op de as 
== tp, wat bekend mag worden ondersteld. 


Oplossing van H. VERSTEEG. 


Laten PF, en PF, twee voerstralen der ellips zijn; PQ 
de normaal (die ZP middendoordeelt); E en F de voet- 
punten der loodlijnen uit Q, neergelaten op PF, en PF, 

Uit de congruentie der driehoeken EPQ en FPQ volgt 
aanstonds EP = FP, 

Daar PQ, hoek P halveert hebben we 

PF, : QF, = PF, :QE, S= (PE; PET Fe 

Laten we uit P de loodlijn PG neer op F‚F’, dan volgt 

uit de gelijkvormigheid van A PGF, en A QFF,: 


GE,SEF, == PE, OE: (2) 
en uit die van ZPF,G en A EF‚Q: 
GE: EN =SPE QE (3) 


In verband met (1) volgt uit (2) en (3) 
ERE Ed HE 
waaruit volgt 
(GF, + GF): (EF, + EF ‚) = GE, : EF, = PE, hb 
Uit dit Ee met (1) vindt men nu: 
2S(FE, + EE) (PE, ed F zE 
Ee 
nee 
FF, + EF, LDPE + PE; 

Daar nu FF, + EF, constant is, zooals hier blijkt, is ook 
PE + PF constant en dus ook PE en PF. 

Dat nu de parameter gelijk is aan PE en ook aan PF 
volgt onmiddellijk hieruit, dat, als / F, of ZF, recht is, 
de projectie der normaal gelijk is aan de eene voerstraal, 
zijnde de parameter, en bedoelde projectie is, zooals we 
bewezen, constant, 
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Bxamen-Opgaven in 1910, 1911 en 1912 


TOELATINGS-EXAMEN 
TOT DE KON. MILITAIRE ACADEMIE 1910. 


Reken- en Stelkunde. 


I. Iemand, die over 6 jaar f 10.000 moet betalen, wil 
_ zijn schuld liever door 10 gelijke jaarlijksche betalingen 
afdoen. Hoe groot zijn deze, zoo de eerste betaling dade- 
lijk geschiedt en de rentevoet 44 °/, is? 

II. Vier getallen vormen een rekenkundige reeks. Telt 
men bij deze getallen respectievelijk 5, 7, 11 en 18 op dan 
vormen de sommen eene meetkundige reeks. Welke zijn 
die getallen ? 

HI. Iemand vertrekt ’'s morgens om 4 uur te voet van 
P naar Q. Als hij de helft van den weg heeft afgelegd 
passeert hem een automobiel, die te 7 uur 20 min. uit P 
vertrokken is, één uur later ontmoet hij een automobiel, 
die te 8 uur 30 minuten van Q, is afgereden. Indien de 
snelheden van beide automobielen dezelfde zijn en de af- 
standen tusschen P en Q, 40 KM bedraagt, vraagt men de 
snelheid van de auto’s en van den voetganger te bepalen. 


Meetkunde. 


1. Men vraagt de lengte van de lijn p te construeeren, 
als gegeven is: 

2 pb Vb 
a’ Va 
als a en b lijnen van bekende lengte zijn. 

IL. Men beschrijft een regelmatig viervlak in een bol. 
Het vlak van een zijvlak van dit viervlak verdeelt den 
bol in twee bolsegmenten, in het kleinste hiervan beschrijft 
men wederom een bol. j 

Aan te toonen, dat deze laatste bol evengroot is als de 
bol in het regelmatig viervlak beschreven. 

Examen-Opgaven W.T. Ge jrg. 1 


=V(—1 +5) (3 — VB) 
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ITL, Men beschrijft twee concentrische cirkels, waarvan 
de grootste een straal van 6 cM heeft. Het gedeelte 
tusschen die twee concentrische cirkels en behoorende bij 
een middelpuntshoek van 120° is het ontwikkeld zijdelingsch 
oppervlak van een rechtcirkelvormigen afgeknotten kegel, 
waarin een bol kan beschreven worden. Bereken den 
straal van het bovenvlak en dien van den ingeschreven bol. 


Gonio- en Trigonometrie. 
IL. Bewijs, als a + b=—=90° is, dat: 
Met 1 
tga dt-teb’ 
IL. Bepaal alle waarden van «, die voldoen aan de 
vergelijking : 
sin @ J- sin 3x + sin De — sin « (2 cos x — 1)? 
III. Van een driehoek ABC is gegeven : AC =b == 200,15 M, 
AB === 200 b MeennAf=s 40000 
Men verlengt de zijde AC door het hoekpunt C heen en 
neemt op dit verlengde een punt D, zoodanig, dat 
ADDED 
Men vraagt den afstand CD te bepalen. 


cos? $ (a —b) —} 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Gegeven de lijn AB en het punt C. 

Gevraagd de projectiën van de lijnen die door het punt 
C getrokken kunnen worden, zóódanig, dat ze AB snijden 
en met het horizontale vlak een hoek van 30° maken. 

Coörd. A40 SN BN ISRO NO ROM NA) 

II. Gegeven 3 punten: 

A (12, 8,0)ae Bd 9,2 LON FOND A OR: 

Construeer een punt D in het horizontale vlak, dat op 
gelijke afstanden van A, B en C is verwijderd. 

Construeer tevens de werkelijke lengte van dien afstand. 

IL De lijn AC (gegeven door hare projectie A’C’ op 
het horizontale projectievlak), gelegen in het vlak VV,Vs 
is een der diagonalen van het grondvlak van een regel- 
matige vierzijdige piramide, welke staat op het vlak V. 

Indien de lengte / van de opstaande ribben gegeven 
is, vraagt men de projecties van dit lichaam te construeeren. 
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Mechanica. 


1. Uit de hoekpunten A en B van een gelijkzijdigen 
driehoek ABC (AB =?2a) worden met een straal a cirkel- 
bogen beschreven, die de zijden AB, BC en AC respectie- 
velijk in D, E en F snijden. Bepaal het zwaartepunt van 
het oppervlak der figuur DECF, en den inhoud van het 
lichaam, verkregen door wenteling dezer figuur om CE. 

ITL. Op een hellend vlak AB (hellingshoek —= d ; sin d —= @) 
bevindt zich een lichaam P (gewicht 5 KG), waaraan een 
koord is vastgemaakt, dat over een gladde pen C is ge- 
slagen en aan het vrije uiteinde een gewicht Q=4 KG 
draagt. Men vraagt: 

1°, hoe groot is de hoek CPB =v als P op het hellend 
vlak in evenwicht is en dit vlak volkomen glad is? 

20, Als P op het hellend vlak zoo wordt geplaatst, dat 
cos p=tt is, te onderzoeken of P op het vlak in even- 
wicht is, zal rijzen of zal dalen, thans in de veronderstel- 
ling, dat het hellend vlak ruw en f de wrijvingscoëfficient 
is; te beschouwen de getallen f=4 en f=4. 

N.B. Het lichaam P als stoffelijk punt en het koord als 
zonder gewicht te beschouwen. 

HI. HEen stoffelijk punt, massa me, ligt in A op een stof- 
felijken, in een verticaal vlak gelegen cirkelboog ADB. 

(LAMB =60°; AM=2M). Een ander punt, massa 3m, 
botst met een horizontale snelheid V tegen het eerste 
waardoor dit over den boog AB loopt en dezen bij B met 
een snelheid van 4 M verlaat. Bepaal: 

1°. Waar en met welke snelheid dit punt een horizontaal 
vlak treft dat 9 M lager dan B ligt. 

20, Welke snelheid het punt m na de botsing had. 

30, De snelheid V als de botsing geheel veerkrachtig was. 

(Versnelling zwaartekracht =g=10 M.) 


Natuurkunde. 


1. Een verticaal geplaatst cilindervormig vat, doorsnede 
2 dM? is van boven afgesloten door een, zonder wrijving 
bewegelijken zuiger van 4080 gram gewicht. 

De zuiger bevindt zich 5 dM boven den bodem van het 
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vat in evenwicht, in het vat is vochtige lucht van 20° C 
en vochtigheidstoestand 5. 

a) Hoe groot wordt de spanning in het vat als de zuiger 
zoo ver naar beneden wordt gebracht, dat de lucht juist 
door den aanwezigen waterdamp wordt verzadigd als de 
temperatuur 20° C blijft ? 

b) Hoe groot wordt de spanning en de vochtigheids- 
toestand, als men tot 30° verwarmt, terwijl gezorgd 
wordt, dat de zuiger zijn oorspronkelijken stand blijft 
innemen ? 

c) Hoe groot wordt het volume, als men tot 30° ver- 
warmt, terwijl daarbij de zuiger zich vrij kan bewegen 
en hoeveel KGM bedraagt alsdan de uitwendige arbeid ? 

Barometerstand 75,5 cM. 

S.G. Kwik 13,6. 

Max. sp. waterdamp 209 7 een een Leen 

AE À 800, cori ADEREN 

Uitzettingscoëfficient waterdamp en lucht +45. 

Ondersteld wordt dat de waterdamp de wetten van 
Boyle en Gay-Lussac blijft volgen tot aan het verza- 
digingspunt. 

IL. De as van een Hollandschen kijker is naar het mid- 
delpunt der maanschijf gericht. Het objectief van den 
kijker heeft een hoofdbrandpuntsafstand van 15 cM. Een 
onmiddellijk achter het oculair geplaatst oog ziet een 
scherp beeld der maan als het geaccomodeerd is op 30 cM 
en de lengte van den kijker 9 eM bedraagt. Bewijs dat 
de hoofdbrandpuntsafstand van het oculair 5 cM is. 

Bereken de plaats en de grootte van de middellijn van 
het door de beide lenzen gevormde beeld, indien bij 
overigens onveranderden stand van den kijker de afstand 
der lenzen 12 cM wordt. 

Teeken den gang der lichtsstralen, die in het laatste 
geval meewerken tot de vorming van het beeld van den 
top der bedoelde middellijn. 

Schijnbare middellijn van de maan — 32’. 


_ 
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TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS 1910, VOOR DE 


ZOMERVACANTIE. 
Stelkunde. 
1. Onderzoek of de reeks 
5 1 2 V2. 8. harren À 
Oe Taol kol s WBITS 10 


convergent is. 
2. Bepaal aen b, wanneer gegeven is dat de vergelijkingen 
xs dar? +14 +8 =0 
n° db? +116 =0 
twee wortels gemeen hebben. 


Analyse voor Bouwkundigen, Technologen en Mijningenieurs. 


rat Le 
1. Loswop uit | 2 © ll | —=0. 
bes et 


2. Bepaal de lengte van het stuk der kromme y=e”, 
dat begrepen is tusschen de ordinaten @=—1l en # =0. 
Bepaal het volumen, dat begrepen is tusschen het opper- 
vlak door dit stuk bij wenteling om de Y-as beschreven 
en het door het laagste uiteinde ervan loodrecht op de 
Y-as gebrachte vlak. 

8. De grootheden y en z zijn verbonden door de betrekking 


Var tien y=. 
Voor o=lisyg=tz; hoeveel is y voor a=4? 


Differentiaal- en Integraalrekening. 
1. Bewijs dat 
(ET (ej de 
eenen OA zn ee 
wanneer 


2 f y? 
ER nT 
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2. Op zee bewegen zich twee schepen A en B met 
standvastige snelheden v en w langs banen, die als rechte 
lijnen kunnen beschouwd worden, naar het snijpunt S dier 
banen toe. 

Indien de banen een hoek ASB —=a vormen, en de 
schepen zich op een gegeven oogenblik op afstanden 
AS=a en BS=b van het genoemde snijpunt bevinden, 
dan zal op het oogenblik, dat zij het dichtst bij elkaar 
zijn, hun onderlinge afstand gelijk wezen aan: 

(aw — bv) sin « 
VV (v? + w? —2vweose) 


Bewijs dit. 
3. Bepaal den inhoud van het lichaam, dat begrensd 
wordt door de vlakken : 


y=0, 
B 
z==dL 


eht eN 
Analytische Meetkunde voor C. 1, W.L, Scheepsb. IL, EK. I 


1. Gegeven is een punt A, op een afstand OA —=?2a van 
O op de X-as gelegen, en een willekeurige door O getrok- 
ken rechte lijn OB. Zij W de projectie van A op de hal- 
veeringslijn van Z AOB; zij V de projectie van W op OB. 

Bepaal de meetkundige plaats, door het punt V beschreven, 
als OB om O draait. Onderzoek het bijzondere punt O 
dezer meetkundige plaats. 

2. In het XOY-vlak ligt een cirkel met O als middelpunt 
en een straal a. Deze cirkel is een groote cirkel van een 
bol, tevens de grondeirkel van een kegelvlak met top T 
(a, o, 2a). Bol en kegel snijden elkaar, behalve volgens 
den gegeven cirkel, nog volgens een tweeden cirkel. 

Bepaal de vergelijking van het kegelvlak, die van het 
vlak, waarin de tweede cirkel ligt, de coördinaten van zijn 
middelpunt en zijn straal. 

3. Te bewijzen dat de vergelijking 

Roy Az Ayz dy 22=0 
een hyperbolische paraboloide voorstelt. 

Bepaal de vergelijkingen der hoofdvlakken, de coördi- 
naten van den top en de asrichting van deze paraboloïde. 


st 


Analytische Meetkunde voor B.l., Scheik. LL, M.L. 


1. Van de drie rechten !,, l, en !; zijn de vergelijkingen 
24 — Jy —=0, 
BJ 2y—8 =0, 
Dane es 

Door het snijpunt van tl, en !; trekt men de evenwijdige 
aan de X-as. Door het punt, waar !, de X-as ontmoet, 
trekt men de evenwijdige aan l,. Deze twee hulplijnen 
snijden elkaar in D,. 

Door het punt, waar l; de Y-as ontmoet, trekt men de 
evenwijdige aan de X-as. Deze hulplijn snijdt /, in D. 

Door het punt, waar l, de Y-as ontmoet, trekt men de 
evenwijdige aan l,. Deze hulplijn snijdt /; in Ds. 

Bewijs dat D,, D,, D, op een rechte lijn zijn gelegen. 

2. De raaklijnen van een kromme k snijden van de coör- 
dinaatassen stukken af, waarvan de algebraische som = s is. 

Bepaal : 

a. De meetkundige plaats van de voetpunten der lood- 
lijnen, uit den oorsprong neergelaten op de raaklijnen der 
kromme K. 

b. De wederkeerige poolkromme van k ten opzichte van 
den cirkel met middelpunt O en straal s. 

3. A is een vast punt op de X-as, Peen punt op de Y-as. 
Trek door P de loodlijn op PA en meet wederzijds van 
P op deze loodlijn de punten B en C uit, zoodat PB = 
BEA. 

Bepaal de vergelijking der meetkundige plaats, door B 
en C beschreven, als P de Y-as doorloopt. 

Bepaal ook den aard dezer meetkundige plaats. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief. In het horizontale vlak ligt een vierkant 
ABCD, dat grondvlak is van een kubus; de zijde AB is 
loodrecht op de as van projectie. 

De kubus wordt om AB opgewenteld, tot het grondvlak 
ABCD een hoek van 60° met het horizontale vlak maakt. 

Teeken:de perspectief van het octaëder, welks hoekpunten 
de middens zijn van de zijvlakken van den kubus. 

IL. Rechthoekige projectie. Eene omwentelingshyperboloïde 
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is gegeven door hare as a (loodrecht op het horizontale) en 
eene beschrijvende lijn b (evenwijdig aan het verticale vlak). 

Van een gegeven bol ligt het middelpunt M met a in 
één vlak evenwijdig aan het verticale. 

Uit een punt P van a de gemeenschappelijke raaklijnen 
te construeeren aan beide oppervlakken. 

(Den stand zoo te kiezen, dat deze lijnen reëel zijn). 

III. Amonometrie. (Neem / ZO'X —= 120%, / XO'Y —=135°, 
LYOZ==105°). In het ZOY-vlak ligt een cirkel (straal 
—=45 cM) rakend aan OZ en OY. Deze cirkel is richt- 
lijn van een cilinder, welks beschrijvenden evenwijdig zijn 
aan OX. In het ZOY-vlak ligt tevens eene rechte lijn a,, 
die van OY een stuk afsnijdt OA —=16 cM,‚ van OZ een 
stuk OB=10 eM (ware grootten). In het ZOX-vlak ligt 
eveneens eene rechte, a,, die stukken afsnijdt OC —=20 cM 
van OX, OD =13 cM van OZ (ware grootten). a, en a, 
zijn richtlijnen eener paraboloïde, die het tafereel tot 
richtvlak heeft. 

Door a, wordt een vlak V gebracht, evenwijdig aan OX. 
Bepaal de in V gelegen snijpunten van cilinder en para- 
boloïde. Kies van deze snijpunten het laagste, niet op a, 
gelegen, punt en econstrueer in dit punt de raaklijn aan 
de snijkromme van cilinder en paraboloïde. 

(Papier in de lengte). 


Theoretische Mechanica voor Technologen en Candidaats- 
Examen Mijn-ingenieurs. 


1. Een slinger bestaat uit een staaf, waarvan het 
gewicht kan verwaarloosd worden, en twee in hare mid- 
delpunten daaraan bevestigde cirkelvormige schijven van 
dezelfde homogene stof en dezelfde dikte. De voorvlakken 
der beide schijven liggen in een verticaal vlak, loodrecht 
op de as van slingering. De stralen der schijven zijn R 
en 2R,‚, de afstanden harer middelpunten tot het ophang- 
punt zijn q en p. 

Bepaal de lengte / van den mathematischen slinger met 
denzelfden slingertijd. 

Bepaal q zoodanig, dat / minimum wordt, voor p —=10R. 

2. Een homogene materieele cirkelomtrek (straal —= rr) 
heeft in zijn vlak eene rotatie om zijn middelpunt met 
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eene constante hoeksnelheid 2u. Elk massadeeltje m van 
den cirkel is onderworpen aan eene aantrekking, steeds 
gericht loodrecht op en naar de in het vlak van den cirkel 
gekozen Y-as en in absolute grootte gelijk aan u?ma (a is 
de abscis van het zwaartepunt van dat deeltje). 

Het middelpunt van den cirkel bevindt zich op den tijd 
t—0 in het punt (ltr, 0), zonder beginsnelheid. 

Gevraagd voor een willekeurigen tijd t de coördinaten 
van dàät punt van den eirkel, dat op den tijd £=0 het 
verst van de Y-as verwijderd was. 

Gevraagd voor dat zelfde punt de snelheid en de ver- 


snelling op den tijd t= 


Dn 

5. Twee stoffelijke punten A (met massa bm) en B (met 
massa am) bevinden zich op den tijd t—=0 resp. in de 
punten (ar, 0) en (—br, 0); hunne snelheden zijn op dat 
oogenblik evenwijdig aan de Y-as en groot + av, voor Á 
en —bv, voor B. Gevraagd de baan van A bij onderlinge 


aantrekking evenredig aan den afstand. 


CANDIDAATS-EXAMEN JUNI 1910. 


Pheoretische Mechanica. 


1. Een homogene staaf, lengte 21, kan vrij wentelen om 
een horizontale as door een harer uiteinden en loodrecht 
op hare lengterichting aangebracht. 

Op elk massadeeltje van de staaf werkt, behalve zijn 
gewicht, nog een kracht, die voortdurend gericht is naar 
het vaste punt O, dat op een afstand / verticaal boven 
het vaste uiteinde van de staaf is gelegen, en die gelijk is 
aan de massa van dat deeltje vermenigvuldigd met «* maal 
zijn afstand tot 0. 

Als deze staaf met de hoeksnelheid w, door haar laagsten 
stand gaat, wordt gevraagd te onderzoeken of de staaf volle 
wentelingen zal maken dan wel heen en weer slingeren. 

2. Een stoffelijk punt beweegt zich onder de werking 
van twee krachten: zijn gewicht, en een kracht, die naar 
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een vast punt O is gericht en die evenredig is zoowel met 
zijn massa als met zijn afstand tot O0. 

Wordt gevraagd de beweging van het punt te bepalen, 
als het zich op zeker oogenblik in P bevindt (OP is hori- 
zontaal en heeft een lengte a) en daar zich in horizontale 
richting loodrecht op OP beweegt met een snelheid v 


3. Twee stoffelijke punten, P met de massa mm, Q met 
de massa M, trekken elkaar aan met een kracht volgens 
hunne verbindingslijn, evenredig met hunne massa’s en de 
lengte dier verbindingslijn. 

Wordt gevraagd de beweging van P ten opzichte van Q, 
te bepalen, als men weet, dat op zeker oogenblik hun 
onderlinge afstand gelijk a is en P dan ten opzichte van 
Q, een snelheid v_ heeft, die loodrecht gericht is op hunne 


verbindingslijn. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS NA DE 
ZOMERVACANTIE 1910. 


Stelkunde. 


1. Gevraagd de breuk 
13a — 16 
ot 2? 3 —2 
in de eenvoudigst mogelijke breuken met bestaanbare 
noemers te splitsen. 
(De gegeven noemer bezis den factor « +2.) 


Des WAUNGeN Att en Zie 5 welke figuur in het 


Z-vlak komt dan overeen met den cirkel 
(2 — a)? + (y—b)? =R? 
in het z-vlak ? 


Analyse (B. 1. — T. — M.I) 


1. Een lichtend punt L is bewegelijk langs eene rechte 
lijn, welke met haar onderste uiteinde A onder een hoek 
van 60° geplaatst is op een horizontaal vlak. 

Hoe groot moet AL worden gekozen, opdat de belichting 
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van dat vlak in een punt P zoo groot mogelijk zij, als dat 
punt gelegen is in de horizontale projectie der rechte lijn 
SnBA Ea 

2. Geef een schetsfiguurtje van het beloop der kromme, 
voorgesteld door: 

GADE Yn 

Bereken het oppervlak, begrepen tusschen deze kromme 
en hare reëele asymptoot. 

Bereken ook den inhoud, begrepen tusschen het opper- 
vlak door de kromme bij wenteling om de y-as beschreven, 
en het oppervlak dat de asymptoot daarbij beschrijft. 

5. Integreer de differentiaalvergelijkingen : 


(ar bg sin 9 + bg sin x) de Eet yd =O. 


Differentiaal- en integraalrekening (C. I. — W.l.—8.I.— K.I) 


1. Bewijs dat in elk punt van de kromme, in recht- 
hoekige coördinaten voorgesteld door de vergelijkingen 
% ORE 
| a oh Bren 8 
| pe —=b? 
de kromtestraal eene lengte heeft gelijk aan 
bla + ze) 
ara Fb 

2. Bereken het volume van het lichaam, ingesloten door 
de oppervlakken 

en en 
ay=dz 
en will 

De vergelijkingen hebben betrekking op een rechthoekig 
coördinatenstelsel. 

8. Eene kromme, die de eigenschap bezit, dat in elk 
harer punten de lengte van den kromtestraal evenredig is 
met de derde macht van het stuk der normaal, dat tusschen 
de kromme en de X-as ligt, is eene kegelsnede. 

Bewijs dit. [ 


Analytische Meetkunde (C. 1. — WI. —8. 1 — B. I) 


1, Uit het punt O trekt men de rechte lijnen OA en OB. 
WAE de OB AOB san OAsnmaaktemet: OX den 


12 


veranderlijken hoek ®, OB maakt daarmede alzoo den 
hoek a + ®. 

Door A trekt men een hulplijn evenwijdig aan de as 
OX, door B een hulplijn, die met de positieve richting der 
as OX den hoek «a insluit. Beide hulplijnen snijden elkan- 
der in $S. 

Welke meetkundige plaats beschrijft het punt S, als ® 
van 0 tot 2r aangroeit. 

2. a. Bepaal de vergelijkingen van een beschrijvende 
rechte der paraboloïde ; 

n° — Ay? = az. 

b. Bepaal de vergelijkingen der loodlijn uit O op deze 
beschrijvende rechte neergelaten. 

c. Bepaal de vergelijking van het kegelvlak, dat door 
deze loodlijn beschreven wordt, als de beschrij vende rechte 
de paraboloïde doorloopt. 

3. In het vlak X =o ligt een cirkel met straal a, welke 
in den oorsprong van de as OY raakt. 

a. Bepaal de vergelijking van den torus, welke ontstaat 
door wenteling van den cirkel om de as OY. 

b. Bepaal de vergelijking van het cilindervlak, dat den 
gegeven cirkel tot richtkromme heeft en welks beschrijvende 
rechten evenwijdig loopen aan de rechte lijn y=o, 2=4. 

c. Cilinder en torus snijden elkander volgens een ruimte- 
kromme; bepaal de vergelijking van de projectie dezer 
_ruimte-kromme op het vlak ZOX. Toon aan dat deze 
projectie, welke van den vierden graad is, zich splitst in 
krommen van lageren graad. Bepaal de vergelijkingen 
van deze. 


Analytische Meetkunde (B. IL. — T. — M.L) 


1. Een rechthoekige driehoek OAB wordt om het hoek- 
punt O van den rechten hoek, dat met den oorsprong der 
coördinaten samenvalt, in het vlak XOY gedraaid. 

In elken stand trekt men uit A een evenwijdige aan de 
as OX, uit B een evenwijdige aan de as OY. Deze twee. 
evenwijdigen snijden elkander in S. Bepaal de meetkundige 
plaats van S. 

2. Gegeven zijn een rechte ll, door den oorsprong O 
gaande en een rechte l, evenwijdig aan de as OX, die de 
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as OY in het vaste punt A snijdt. Door een veranderlijk 
punt P der as OY trekt men een evenwijdige aan de as 
OX, die U, in B ontmoet. Door B trekt men een even- 
wijdige aan de as OY, die /, in C ontmoet. 

Op PB bepaalt men de beide punten D en E,‚ zoodanig 
dat PD=EP=0C. Bewijs dat D en E een hyperbool 
beschrijven, als P de as OY doorloopt. 

9. Bepaal den aard der kegelsneden voorgesteld door 
de volgende vergelijkingen: 
dr? + 2vy — Sy? + 4x +6y —1=0, 
mt J Zay +5y° — 8x —12y =0, 

12? — lay + 3y? +4 —2y—1=0, 
102? —2lay —10y? + + 12y —2=0, 
DO? H- 40ay J- By? —2y =0. 


Pr A 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief. In een vlak, waarvan de doorgangen 
met tafereel en grondvlak hoeken van 45° naar rechts 
maken met de as, is een cirkel gegeven. 

Teeken van de perspectief van dien cirkel een paar toe- 
gevoegde middellijnen, benevens enkele punten met raak- 
lijnen. 

2. Loodrechte projectie. Een punt A ligt evenver van 
beide projectievlakken en is top van twee kegels, welker 
richtcirkels resp. A’ en A” tot middelpunten hebben; de 
stralen dier cirkels zijn ongelijk. 

Construeer de gemeenschappelijke beschrijvende rechten 
van beide kegels. 

(De figuur zoo te kiezen, dat de gevraagde rechten reëel 
zijn.) 

3. Axonometrie. (Neem Z/2Z0’X=120% / XO'Y =135°, 
BRR 1050.) 

Gegeven zijn: 

1°, Eene hyperbolotde met richtlijnen a,, a, en as. 
a, is de Z-as; as snijdt de X-as in een punt B, het ZOY- 
vlak in een punt E,‚ waarvan de projectie op OY het punt 
A, die op OZ het punt D is; a3 is evenwijdig aan OX en 
snijdt de Y-as in een punt C. 

OA =OB=H10eM, OC =+20eM, OD = +5 ecM, 
(ware grootten). 
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20, Een kegel. De richteirkel ligt in XOY en heeft 
OA tot middelijn, de top T ligt op de Z-as. 

OT = +20 cM (ware grootte). 

Deze oppervlakken snijden elkander, behalve langs OZ, 
nog volgens eene ruimtekromme. Construeer van die 
kromme het in ZOY, doch niet op OZ, gelegen punt en in 
dat punt hare raaklijn. 


LANDMETERSEXAMEN 1911. 
(2 + 3 uren.) 


1. Bepaal A en B, in eenvoudigste gedaante, zoodanig, 
dat de wortels der vierkantsvergelijking 
Ax? + Bx 1=0 
de vierkanten zijn van de wortels der vergelijking 
VDV) a? Ha (5 HVB) =0. 

2. In een hoek van 60° is een eerste cirkel beschreven 
met 1 cM straal; daaraan, aan de van het hoekpunt afge- 
keerde zijde rakend, een tweede cirkel, eveneens rakend 
aan de beenen van den hoek, en zoo voortgaande tot en 
met den tienden cirkel. 

Bereken de som der omtrekken, zoowel als de som der 
oppervlakken dezer tien cirkels, uitgedrukt in M en M?. 

as bereken | 
A0 STD 
SEND Ee 


t Oe 
10,56 X 170,57 


1. Van een hoek « in het eerste kwadrant is gegeven 

sin «a =à, 

Bereken, zonder gebruik der logarithmentafel, 

tg 3x 

(Wortelvormen herleiden, niet benaderen.) 

2. Van eene regelmatige zeszijdige pyramide is de 
grondvlakribhe gelijk a, terwijl de opstaande zijvlakken 
standhoeken van 60° met het grondvlak maken. 

Druk de oppervlakte van den ingeschreven bol der 
pyramide in a uit. 
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5. De ribbe AD van een viervlak ABCD is 10 cM lang 
en staat loodrecht op het grondvlak ABC, terwijl / ADB —= 
BDG CDA DE 

Bereken den inhoud van het viervlak. 


WISKUNDE L.O, 1911. 


Stelkunde (25 uur). 


1. Van twee getallen is het eene een kwadraat, ter wijl 
hun verschil gelijk is aan een wortel uit dit kwadraat. 
Bepaal die getallen, als verder gegeven is, dat hun product 
zich verhoudt tot de som hunner kwadraten als 30: 61. 

2, Herleid tot de eenvoudigste gedaante 

12 Ba? —Bab—6 Bb. 
9 Ba? —4Bab—4Hb° 
3. Bereken de waarde van 


96 
SLOD Der 
oo ue log 2 
als gegeven is 
86) r. 


Planimetrie (24 uur). 


1. Vier punten A, B, C en P zijn zoo gelegen, dat de 
cirkels, om de driehoeken ABP, BCP en CAP beschreven, 
gelijk zijn. Bewijs, dat P het hoogtepunt van A ABC is. 

2. In een cirkel beschrijft men een regelmatigen vijfhoek 
ABCDE. Als F het snijpunt is van BC en ED, en G dat 
van CB met de raaklijn, in A aan den cirkel getrokken, 
vraagt men te bewijzen: 

1°, EG deelt boog AB middendoor ; 

29, C is het midden van FG. 

3. Uit een punt A buiten een cirkel, welks middelpunt 
M is, trekt men een raaklijn, die den cirkel in B raakt, 
en een snijlijn, die hem in C en D snijdt. Het snijpunt E 
van AM met den cirkel verbindt men met B, C en D, en 
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verlengt de verbindingslijnen tot ze de in A op AM op- 
gerichte loodlijn respectievelijk in F, G en H snijden. 
Bewijs AG X AHS AF? 


Stereometrie (24 uur). 


1. Uit een punt B, gelegen buiten een cirkel O, trekt 
men twee lijnen, die in de punten A en C aan dien cirkel 
raken. Het punt C projecteert men op den straal OA. De 
projectie zij D. 

Te bewijzen, dat wanneer men de figuur laat wentelen 
om de as AOD, de inhoud van het lichaam, beschreven 
door de figuur, waarvan de raaklijnen en de kleinste boog 
AC de grenzen zijn, gelijk is aan dien van den kegel, 
voortgebracht door den rechthoekigen driehoek BAD. 

2. Men snijdt een driezijdige pyramide TABC door een 
vlak, evenwijdig aan het grondvlak ABC. De ribben TA, 
TB en TC worden door dit vlak respectievelijk in de punten 
D, E en F gesneden. 

Gevraagd, wanneer het snijvlak zich evenwijdig met 
zichzelf verplaatst: 

1°. de meetkundige plaats van het snijpunt der vlakken 
AEF, BFD en CDE: 

20, de meetkundige plaats van het snijpunt der vlakken 
BCD, CAE en ABF. | 

8. In een scheeven cirkelvormigen kegel is de lijn, die 
den top T met het middelpunt M van het grondvlak ver- 
bindt, gelijk aan den straal van het grondvlak. Uit den 
top laat men de loodlijn neer op het grondvlak. Door deze 
loodlijn brengt men vlakken aan, die den kegel volgens 
driehoeken snijden. 

Gevraagd de meetkundige plaats van de middelpunten 
der omgeschreven cirkels van deze driehoeken. 


Gonio- en Trigonometrie (2, uur). 

1. Bepaal p uit: À 
sin a + sin 

tsp  seca + sechb 
alsmet ü== 12544 

Dr 13120518 
2. Bepaal de waarden van # tusschen 0° en 360°, welke 

voldoen aan de vergelijking: 
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14-sin2e +eos2r _ 1 sin 4e + Cos 4 
COS # GRE tos 20 
3. De loodlijnen, welke men in den top C van: een 
scherphoekigen driehoek ABC opricht op de zijden AC en 
en BC, snijden de verlengde basis AB respectievelijk in 
de punten D en E. 
Indien gegeven is: 


DE =2AB, 
vraagt men te bewijzen: 
cos A cos B == cos C. 


WISKUNDE M.O. Ki, 1011. 


Meetkunde (5 uren). 


1. Gegeven een rechte l en een punt P buiten l Om 
P als hoekpunt laat men een hoek van gegeven grootte 
wentelen, waarvan een der beenen 4 in X snijdt. De meet- 
kundige plaats te bepalen van een punt Y, dat zoodanig 
op het tweede been ligt, dat PX.PY =a? is, a gegeven 
zijnde. 

2. Van een viervlak ABCD is gegeven AB = BC = CD 
en AC=BD. Bewijs dat het middelpunt van den om ABCD 
beschreven bol gelegen is op de rechte, die de middens 
van AD en BC verbindt, en samenvalt met het middelpunt 
van den cirkel, die door de middens van AB, BC en CD gaat. 

5. In elk van twee elkaar snijdende vlakken is een cirkel 
gegeven. Hoe construeert men een derden cirkel, die elk 
der gegeven cirkels in de uiteinden van een middellijn 
snijdt? Wanneer voldoen oneindig veel cirkels aan de 
vraag ? 


Driehoeksmeting (2} uur). 


1. Los de volgende vergelijking op 
2 eos 4e +2 sin 4x + 2 sin 2e + te av sin? 2e =2 COS? 4. 
2. E en F zijn de middens der diagonalen AC en BD 
van den bolvierhoek ABCD. Bewijs 
cos AB + cos BC + cos CD + cos DA =- 
—4 cos + AC cos 4 BD cos EF. 
Examen-Opgaven W. T, 9e Jaargang. 2 
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3. Van een vierhoek ABCD is gegeven 
AD =12, 
Di is 
Ale Oad rel 
B — 150° 41’ 34//, 
GS 00 TEI 
Er wordt gevraagd den inhoud van den vierhoek te be- 
rekenen. 


Stelkunde (3 uren). 


1. Druk uit in de coëfficiënten der vergelijking van den. 
nden graad 


el ED 
apa” H pew Rene 
de symmetrische functie 
dn 
rn 


van de wortels der vergelijking, in welke functie k, l, m 
alle waarden verkrijgen van 1 tot n, maar onderling ver- 
schillen. 
2. Als 
f. @)=a,r? + 3b, ar? + dein Hdi, 
fa (w) = aan + Sbn? H Scan Hd, 
fs @)= agr? + Bbz? HdCzr + dz, 
bewijs dan de gelijkheid _ 
—_l #—x? 03 


fr @) fi fe) 
ff ord 18e te 
fa (Of f(a) B 


dana Geta 
5. Bereken # uit _ 
sin (e€°)—=t (5 3i 13). 
Analytische Meetkunde (23 uur). 


1. O is de top, P een veranderlijk punt van een para- 
bool ; hun raaklijnen snijden elkaar in S. Men verbindt S 
met het gegeven punt Q. Bewijs, dat de meetkundige 
plaats van het snijpunt der rechten OP en QS een kegel- 
snede is, en ga na, waar Q moet liggen, opdat deze kromme 
een gelijkzijdige hyperbool zij. 


8, 


2, Bepaal de vergelijking van alle hyperbolen, die de 
as OY van een rechthoekig coördinatenstelsel tot asymptoot 
hebben en de as OX in een punt A (OA =a) aanraken. 
Wat is de meetkundige plaats der projectie van het punt 
A op de tweede asymptoot ? 


2 2 
5. Gegeven zijn de ellips Ee eu den cirkel 


n° Hy? =a®. Op de ellips neemt men een punt P aan en 
trekt in een punt Q van den cirkel, dat dezelfde abscis 
heeft als P, de raaklijn g aan den cirkel. Bewijs, dat de 
parabool, die P tot brandpunt en q tot richtlijn heeft, door 
de brandpunten der ellips gaat. 


Beschrijvende Meetkunde (5 uren). 


1. Gegeven een bol (straal 5 cM), waarvan het middel- 
punt M 7 eM vóór het verticale en 74 cM boven het hori- 
zontale vlak ligt en eene lijn in het horizontale vlak. Deze 
lijn snijdt de as van projectie in een punt A, dat 12 cM 
naar links verwijderd is van het snijpunt van die as met 
de lijn, die in de teekening de beide projecties van M 
verbindt; de lijn maakt een hoek van 60° met de as (ope- 
ning van den hoek naar rechts). 

Door de lijn een vlak te brengen, dat den bol snijdt 
volgens een cirkel, straal 4 cM en de beide projecties van 
die doorsnede te teekenen. 

2. In het horizontale vlak is een gelijkbeenig trapezium 
ABCD gegeven. De opstaande zijde AB van dit trapezium 
is 8 cM lang en loopt evenwijdig met de as van projectie ; 
afstand AB tot die as 5 eM; B ligt rechts van A. De 
kleinste evenwijdige zijde AD van dit trapezium is 3 cM 
lang en maakt een hoek van 105° met AB; D is verder 
van de as verwijderd dan A. 

Dit geliĳjkbeenige trapezium is een der Arcen van 
eene afgeknotte, regelmatige zeszijdige pyramide, die met 
dit vlak op het horizontale vlak rust. Gevraagd de beide 
projecties der afgeknotte pyramide te construeeren, be- 
nevens de doorsnede van het lichaam met het vlak, dat 
door BC gaat en door het midden der lijn, die de middel- 
„punten van grond- en bovenvlak verbindt. 
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WISKUNDE M.O. Kv, 1911. 


Differentiaalrekening (3 uren). 
deed 
FRE) =U(R OD HIVRD 
volgt, dat de functies U en V beide voldoen aan de diffe- 
rentiaalvergelijking 


ò2z òz REN 
TEE iK ainis: 


Bewijs dit. 

2. Als bekend is, skr de functie 
bg cos # 
V(1 — x°) 


in eene reeks naar opklimmende machten van («— 1) ont- 
wikkelbaar is (voor waarden van «, die dicht genoeg bij 1 
liggen), vraagt men de coëfficiënten dier reeksontwikkeling 
te bepalen. 

8. Gevraagd het maximum te bepalen van 


we HI (y +1 (2 +1) 
als gegeven is de betrekking 
abe? =k 


Analytische Meetkunde (3 uren). 


1. Bepaal de vergelijking van alle kwadratische opper- 
vlakken, die gaan door den cirkel #? Jy? — a? =0, 2=0, 
de rechte y=0, #+z==a, terwijl de vlakken der beide 
reeksen cyclische doorsneden van die oppervlakken een 
hoek van 45° met elkaâr maken. 

2. De regelvlakken, voorgesteld door «#° +yz=a en 
y° —axz=y hebben een rechte a gemeen. Toon aan, dat de 
beide raakvlakken dier oppervlakken in elk punt van a 
loodrecht op elkaâr zijn. 

Door elk punt van a gaat nog eene rechte bo van het 
eerste en een rechte c van het tweede regelvlak. Men _ 
brengt een vlak «a door b en c. Hoeveel vlakken « gaan 
door een willekeurig punt der ruimte? Welke kromme 
wordt omhuld door de snijlijn der vlakken « met het vlak 
ih 
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5. Uit een gegeven punt (@,,y;, 2,) trekt men lood- 
lijnen op de rechten van het regelvlak: 


L=ucosv, y=usmo z=asin?, 
Bewijs, dat hun voetpunten op eene ellips liggen. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Op de as van projectie worden twee punten A en B 
aangenomen, B rechts van A op een afstand van 12 cM. 
Door A wordt in het verticale vlak een lijn AC gebracht, 
die met de as van projectie een hoek van 60° maakt, 
(opening van den hoek naar rechts) en op die lijn een 
punt C aangenomen, zoodat AC =18cM is. Om AC wentelt 
een cirkel (straal 3 cM) in het verticale vlak gelegen, die 
de as in B aanraakt. 

In het horizontale vlak is eveneens een cirkel (straal 
5 cM) gegeven, die de as aanraakt in een punt D, 6 cM 
rechts van B. Deze cirkel is de richtlijn van een kegel, 
waarvan de top T in ’t verticale vlak ligt; de horizontale 
projectie van T valt in B en T ligt even hoog boven het 
horizontale vlak als C, 

Construeer de, door C gaande, gemeenschappelijke raak- 
lijnen van het RAzopnervlak en den kegel. 


2. De assen OX, OY en OZ van een axonometrisch 
assenstelsel maken twee aan twee hoeken van 120° met 
elkaâr. Van een hyperbolische paraboloïde is XOY een 
der richtvlakken, terwijl dit oppervlak verder bepaald is 
door twee richtlijnen, waarvan de eerste in XOZ ligt, oX 
in A, OZ in C snijdt, terwijl de tweede in YOZ ligt, OY in 
B en OZ in D snijdt. 

Ware lengte van OA, OB, OC: 12 eM, die van OD: 6 cM. 

Construeer: le. een lijn der paraboloïde, evenwijdig aan 
XOY en op een ware hoogte van 4 cM boven XOY gelegen; 
breng door die lijn een vlak evenwijdig aan OZ en bepaal 
in welk punt dit vlak het oppervlak aanraakt, 

2e. In een afzonderlijke teekening de beide asymptoten 
der doorsnede van het oppervlak met een vlak, dat van 
de assen OX, OY en OZ stukken afsnijdt, welker ware 
grootte 5, 6 en 7 cM is. 
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Integraalrekening (3 uren). 

1. Gevraagd de inhoud van het lichaam begrensd door _ 
het eylindervlak 

2 — y° zn b? 


en het oppervlak 


2 2 


(a ) b) | 
2. Aan welke ongelijkheden moeten a en b voldoen, 
opdat de integraal 


í (LH) —1 

Del 
0 L 
beteekenis hebbe ? 


Hoe zou men, wanneer de integraal bestaat, hare waarde 
met behulp van ['-functies kunnen uitdrukken ? 


3. Bepaal de vergelijking van het oppervlak jvoldoende 
aan de partiëele differentiaalvergelijking 


en gaande door de kromme 
n= sint, U — SINE COS LME COS 
Bereken de stukken, waarin het oppervlak door die 
kromme verdeeld wordt. 


TOELATINGSEXAMEN TOT DE KON. MIL. AC. 
TE BREDA, 1911. 


Reken- en Stelkunde (3 +1 + 3 uur). 
Ie Bepaalsw sen zult: 


2m hj 
ENNE ee Wor 
birg 48 20 
Te nkzoe MED 

NN 


2. Iemand, oud 40 jaar, sluit een contract met een levens- 
verzekeringsmaatschappij, waarbij bepaald wordt, dat bij 


23 


zijn overlijden aan zijn erven een som van f 10000 zal 
worden uitgekeerd. Hij betaalt daartoe onmiddellijk f 1000 ; 
welke premie zal hij vervolgens aan het eind van ieder 
jaar moeten betalen, als de maatschappij zijn vermoedelijken 
levensduur op 65 jaar stelt en een rentevoet van 3°/, 
’s jaars aanneemt ? 

8. Voor welke waarden van a heeft de vierkantsver- 
gelijking 

2 (5D— VD) Ha (a 4-3 VBD) (at 5)=0 


twee gelijke wortels ? : 


Meetkunde ($+ 1 +1 uur). 


1. Gegeven een cirkel M en een punt O er buiten. 
Door het punt O een lijn te trekken, die den cirkel snijdt 
in A en B, zoodanig, dat de stukken OA en AB zich ver- 
houden als twee gegeven lijnen p en q. 

2. Een kubus wordt rechthoekig geprojecteerd op een 
vlak, dat loodrecht staat op een lichaamsdiagonaal. Men 
vraagt het oppervlak der projectie te berekenen, als de 
ribbe van den kubus =a is. 

8. Gegeven een rechthoekige driehoek ABC. Uit het 
hoekpunt C van den rechten hoek laat men de loodlijn CE 
op de hypothenusa AB neer. Wanneer D het midden is 
van het kleinste stuk AE en men beschrijft uit B met BD 
als straal een cirkelboog, die AC in F' snijdt, vraagt men 
te bewijzen AD = CF. 


Gonio- en Trigonometrie (3 + $+ 1 uur). 


……, 1 —C0S2a + COS 4a— COS ba __ 
RE 1 + cos 2a + cos 4a + cOS 6a ROER 
2. Bepaal de waarden van « nit: 
sin 4 + cos 3 #2 = 2 sin 2e + Cos x 
3. In een driehoek ABC is AD de loodlijn, die men 
van uit A op de overstaande zijde BC neerlaat. Uit het 
midden E van deze loodlijn laat men een loodlijn EF op 
AC neer. Men vraagt te berekenen de lengte der lijn DF, 
indien gegeven is: 
LAD 4 B=65024! 4 „AB == 4,2, 
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Beschrijvende Meetkunde (1 +1 +1 uur). 


1. Gegeven: een vlak V en twee elkaar kruisende 
lijnen AB en CD. 

Gevraagd: te construeeren eene lijn, die de beide elkaar 
kruisende lijnen snijdt en loodrecht staat op het vlak. 

2, Van een parallelogram ABCD zijn gegeven: le. de 
lengten der zijden AB en AD en van de diagonaal AC 
(resp. Z,, ls en !;), 2e. het vlak (V), waarin het gelegen 
is, 3e. de projecties van het hoekpunt A. 

Construeer de projecties van dat parallelogram, als nog 
bekend is, dat de diagonaal AC een hoek van 45° maakt 
met het horizontale projectievlak. 

3. De lijn AB|| horizontale projectievlak is gegeven als 
een ribbe van het grondvlak van een regelmatige, drie- 
zijdige pyramide. 

Construeer de projectiën van die pyramide, als nog de 
hoogte =l gegeven is en als de top in het gegeven vlak 
W moet liggen. 


Mechanica (1 +31 uur). 


1. Een stoffelijk punt (gewicht 1 KG) beweegt zich over 
een ruw horizontaal vlak (wrijvingscoëfficient f=}) van 
A naar B (AB =30 Meter) met een aanvangssnelheid van 
10 Meter. Vanaf B glijdt het langs den volkomen gladden 
buitenkant van een verticaal geplaatsten stoffelijken cirkel 
(middelpunt M; MB =10 Meter) naar beneden. 

Hoe groot is de drukking door den cirkel op het punt 
uitgeoefend, als dit in P gekomen is (/ BMP = a)? 

Waar en met welke snelheid verlaat het punt den cirkel 
en hoe groot is de snelheid, waarmee het de raaklijn, in 
het laagste punt aan den cirkel getrokken, bereikt ? 

De versnelling der zwaartekracht wordt gelijk 10 Meter 
gesteld. | 

2. Een kubus (ribbe 2 dM; soortelijk gewicht = 1) heeft 
bij zijn grondvlak een half-bolvormige uitholling (straal — 
=—=l dM) waarvan het middelpunt samenvalt met dat van 
het grondvlak en die gevuld is met een stof, welks soor- 
telijk gewicht —6t, is. | 

Op het bovenvlak van den kubus is een regelmatige 
vierzijdige pyramide bevestigd, waarvan het grondvlak 


25 


dit bovenvlak juist bedekt. Als de hoogte der pyramide 

1 dM en haar soortelijk gewicht = 4 is, vraagt men de 

ligging van het zwaartepunt van het geheel te bepalen. 
z=— 2 te nemen. 

5. Langs de zijden van een regelmatigen zeshoek 
ABCDEF, welks ingeschreven cirkel een straal = 14 heeft, 
werken de volgende:krachten : 

Langs en in de richting AB eene van 1 KG 


» »” A bj) BC » » 2 » 
D) ” » » pen C D ” ) 3 ” 
» » eN, bj) AF » » 4 » 
bj) bp) DR bj) FE » ” 5 Dj) 
5 Bnn rt 


Bepaal de grootte en ligging der resultante ten opzichte 
van een coördinatenstelsel, waarvan FC de X-as en de 
lijn, die FC loodrecht middendoor deelt, -de Y-as is. 


Natuurkunde (1 +1 +1 uur). 


1. In een verticaal geplaatste, van boven open, cylin- 
drische buis, aan welker ondereinde een bol is geblazen, 
bevindt zich een zonder wrijving beweegbare zuiger met 
een gewicht van 136 Gram. De inwendige dwars-doorsnede 
van de buis is 5 cM?; de inhoud van de zich in buis en 
bol bevindende lucht 2 Liter ; de temperatuur bedraagt 15° C. 

Dwars door den bol loopt in horizontale richting een 
metaaldraad a, waarvan de uiteinden door middel van 
twee andere metaaldraden 5 en e verbonden zijn met de 
polen eener batterij; de weerstand van a bedraagt 3 Ohms, 
de gezamenlijke weerstand van b en ec, 5 Ohms. 

Men schakelt nu de batterij, bestaande uit 12 elementen, 
elk met eene electromotorische kracht van 2 Volts en een 
inwendigen weerstand van 6 Ohms, zóódanig, dat deze 
den sterkst mogelijken stroom in den gesloten keten doet 
ontstaan. 

Wanneer nu deze stroom gedurende 1 minuut blijft 


rondgaan en men aanneemt, dat al de in den draad a 
ontwikkelde warmte dient voor de verwarming van a en 
van de in buis en bol aanwezige lucht, vraagt men hoeveel 
de temperatuursstijging bedraagt. | 
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Gegevens: Barometerstand — 76 cM; soortelijk gewicht 
van kwik = 13,6; soortelijke warmte van lucht bij con- 
stanten druk —=0,2875, bij constant volumen 0,1684; soor- 
telijk gewicht van normale lucht =0,0018; gewicht van 
draad a ==} gram, zijn soortelijke warmte = 0,082; 1 Volt- 
ampère = 0,24 gramcalorieën per seconde. 

2. Naar keuze: 

a. Hoe wordt eene enkelvoudige lichtstraal in een prisma 
gebroken ? (Hierbij eene schetsteekening.) 

Hoe kan de totale deviatie worden uitgedrukt door middel 
van de grootheden, die het prisma en de invallende straal 
bepalen, nl. brekende hoek, brekingsindex en invalshoek? 

Bij welken invalshoek is deze deviatie een minimum ? 
(Be wijs.) 

Welken vorm neemt de uitdrukking, in het tweede deel 
dezer vraag bedoeld, aan, zoo deze deviatie haar minimale 
waarde heeft verkregen en welk gebruik wordt dan van 
deze laatste formule gemaakt ? 

Ols0r 

Hoe luiden de wetten van Snellius omtrent de breking 
en hoe kan de juistheid dier wetten proefondervindelijk 
worden aangetoond ? 

Hoe zoudt gij proefondervindelijk kunnen aantoonen, dat _ 
de breking een omkeerbaar proces is ? 

Hoe leidt gij, de omkeerbaarheid der breking aannemende, 
de voorwaarden af waaraan door licht, vallende op het 
grensvlak van twee verschillende homogene middenstoffen, 
moet worden voldaan om totaal te worden teruggekaatst ? 

Licht deze totale terugkaatsing aan het rechthoekig, 
gelijkbeenig glasprisma, als omkeeringsprisma gebruikt, toe ! 

9. Naar keuze. 

a. Hoe is de algemeene inrichting van de brug van 
Wheatstone ? (Hierbij een schets.) 

Aan welke voorwaarde moeten de weerstanden der vier 
takken voldoen, opdat de brug stroomloos zij? Leid deze 
voorwaarde, zoo mogelijk, met behulp van de tweede wet 
van Kirchhoff af. 

Hoe wordt de inrichting, en hoe gaat men te werk, 
wanneer de weerstand van een zeker draadstuk door 
middel van deze brug moet worden bepaald ? 
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ofbe 

Hoe luidt de formule voor de stroomsterkte in een 
tangentenboussole, deze stroomsterkte uitgedrukt in electro- 
magnetische eenheden, en hoe wordt deze formule af geleid ? 


RANGSCHIKKINGSONDERZOEK KON. MIL. AC. 1911. 
Rekenen (4 + + uur). 


1. Iemand verkocht op 11 Mei vier 3 °/, obligaties duitsche 
rijksleening groot 1000 Reichsmark (1 R. M. == 60 cts.) tegen 
den koers 8218 (vervaldagen der coupons 1 Jan. en 1 Juli). 
Aan de stukken bevond zich nog de laatst vervallen Janu- 
ari-coupon, die gerealiseerd werd tegen 58,5 cts. de R. M.; 
en kocht op ‘dienzelfden dag 2 obligaties Russische spoor, 
groot 625 G. Roebel (1 Rb. =f2) rentende 44 °/, tegen 95% 
(vervaldagen der coupons 1 Jan. en 1 Juli). 

Hoeveel moest hij bijbetalen ? Provisie 4 °/,. 

2. Iemand verkoopt van een partij tabak, die hemzelf 
f 125 de KG heeft gekost, een gedeelte tegen f 1.40 en 
een ander deel tegen f 1.50 de KG. Hij ontvangt daardoor 
f 1015 en wint dientengevolge 142°/,. Uit hoeveel KG 
bestond die partij en hoe groot waren de beide deelen ? 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (1 + 3 uur). 


1. Bereken p uit: 
tg p= s (tg « + cotg £) V(a? sin? « Jb? cos? £) 


N.B. A aen TAO 
DES rl Bors iede (B Ke 
2. Los & op uit de vergelijking: 
2 5 


Aen 


Meetkunde (& + à uur). 


1. Gegeven een scherphoekige driehoek ABC, met de 
hoogtelijnen AA’, BB’ en CC’, welke elkander in H snijden. 
Men trekt uit H naar de basis AB de lijnen HE en HG 
zoodanig, dat /HAE=/AHE en / HBG =/ BHG is (de 
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punten EÉ en G liggen tusschen A en B in). Gevraagd aan 
te toonen dat A HEG gelijkvormig is met A A/B/C/, 

2. Op het horizontale vlak staat een ongeliĳkzijdig, 
scheef, driezijdig prisma. Men snijdt dit prisma door een 
vlak, loodrecht op de opstaande ribben en brengt door de 
snijlijn van dit vlak met het horizontale vlak een tweede 
snijvlak, dat met het eerste een hoek van 60° maakt. Aan 
te toonen dat dit laatste vlak het prisma snijdt volgens 
een driehoek, waarvan het oppervlak twee maal zoo groot 
is, als de rechte doorsnede. 

(Hierbij wordt een duidelijke teekening geëischt.) 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS VóóÓR DE 
ZOMERVACANTIE 1011. 


Stelkunde (C. TI. — W.L. —S.I — BI) 
1. Bewijs dat 


eene besnsel | 
Dmmberlain=== Ga mb vel 
Care über Adsl 


zonder de determinanten uit te schrijven. 

2. Wat leeren omtrent de vergelijking 

xt — 83 H-14x? — Br J1=0 

de theorema’s van ROLLE en STURM ? 

Los de vergelijking op een of meer manieren rechtstreeks 
en methodisch op. 

N.B. Het vinden der wortels van hulpvergelijkingen behoeft 
niet methodisch te geschieden. 


Analytische Meetkunde (CI. — W.I —S. I.— B.L) 


1. Op een hyperbool, waarvan F een der brandpunten 
is, neemt men een willekeurig punt P aan. Uit P laat 
men de loodlijn op de poollijn van F ten opzichte der 
hyperbool neer. Zij V het voetpunt van deze loodlijn. Te 
bewijzen, dat-door één punt gaan: 
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de lijn FV; 
de normaal der hyperbool in P; 
die symmetrieas, welke de hyperbool niet snijdt. 
2. In de ruimte zijn gegeven de drie punten A (4,5, 6); 
B (23,4); C (—6,7,8). 
Bepaal: 
a. De coördinaten van het zwaartepunt Z van A ABC. 
b. De coördinaten van het middelpunt M van den om- 
geschreven cirkel van A ABC. 
c. De vergelijking van den bol, die ZM tot middellijn 
heeft. 
9. Van een cylindervlak loopen de beschrijvende lijnen 
evenwijdig aan de lijn 
L=y=2. 
De richtkromme is een in het vlak XOY gelegen cirkel, 
welke de X-as en de Y-as raakt en welks straal —=1 is. 
Bepaal: 
a. De vergelijking van dit eylindervlak. 
b. De vergelijkingen der beide hoofdvlakken. 
c. De vergelijking van het cylindervlak in haar een- 
voudigste gedaante. 


Analytische Meetkunde (B. I. — T. — M. I) 


1. Door den oorsprong O van het coördinatenstelsel is 
een rechte lijn getrokken; op / is het punt P aangenomen. 
In P wordt de loodlijn op lopgericht, welke OX in het punt 
Q, snijdt. In Q trekt men weder de loodlijn op de as OX 
en op deze laatste loodlijn meet men aan beide zijden van 
Q, de afstanden QM =QN=W(a? —PQ?) uit, waarin a 
een gegeven lengte is. 

a. Bepaal de vergelijking der meetkundige plaats door 
M en N beschreven, als P de rechte lijn / doorloopt. 

b. Zij P’/ de projectie van P op de X-as; bewijs dat 
MP’ de normaal in M is van de door M beschreven meet- 
kundige plaats. 

2. Op een ellips, waarvan F een der brandpunten is, 
neemt men een willekeurig punt P aan. Uit P laat men 
de loodlijn op de bij F behoorende richtlijn neer. Zij V 
het voetpunt van deze loodlijn. 
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a. Bewijs, dat de lijn FV, de normaal der ellips in P 
en de kleine as der ellips elkander in één punt snijden. 

b. Zij T het snijpunt der normaal in P met de kleine 
as, S het snijpunt dezer normaal met de groote as. 

Bewijs dat TS: TP =e? (e is de excentriciteit der ellips). 

3. Zij p de poollijn van een vast punt P ten opzichte 


2 2 
der kegelsnede en J- LE et: 


Zij Q een willekeurig punt der loodlijn uit den oorsprong 
op p neergelaten, en zij q de poollijn van Q, ten opzichte 


2 2 
der kegelsnede ES en ee ak 
Te bewijzen, dat q loodrecht staat op OP. 


Analyse (B. IL. — T. — M.1.) 


1. Bepaal (met behulp van determinanten) A zoodanig, 
dat het stelsel vergelijkingen : 
2e dy 2=9 
ny 22=3 
Dx — Ay 32 == 0 
Aw + 2y—3z=? 
afhankelijk is. 

2. Een cirkel met straal MA =2 rolt op de X-as, het 
punt A ligt op de Y-as in hoogsten stand. 

Het midden P van MA beschrijft dan eene kromme, 
waarvan het eerstvolgende buigpunt B zij. 

Bepaal het volume, ingesloten door het omwentelings- 
oppervlak van boog PB om de Y-as en het vlak door B 
loodrecht op die as. 

(zr in het antwoord laten staan.) 

5. Op te lossen de differentiaal-vergelijking : 

(20 2? +11 xy +2 y*) yd = (10 @° +5 vy + y°) vdy. 


Differentiaal- en Integraalrekening (C. 1. — W.I —S. 1. — BE. L) 


1. De inhoud van den rechthoekigen driehoek, gevormd 
door twee coördinaatassen en de raaklijn van eene wille- 
keurige kromme zonder buigpunten, is in het algemeen 
een maximum of een minimum, wanneer het raakpunt 
tevens het midden der hypotenusa is. 

Bewijs dit. | 
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2. Bereken het volume van het lichaam, dat ingesloten 
wordt door de oppervlakken 


n° Jy" =d, 

ny =?r, 
y=0, 
aeilk, 


5. Gevraagd de vergelijking 
d° d 
Ada) og — 3 


te integreeren door in plaats van « een nieuwen variant 
tl in te voeren, en dezen zoodanig te bepalen dat in de 


getransformeerde vergelijking geen term met 5 voorkomt. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Centrale Projectie. 

Gegeven zijn twee punten A en B (op dragers a en b). 
Construeer den bol op AB als middellijn. 

2. Amvonometrie. 

Construeer het punt in het ZOX-vlak, dat evenver ligt 
van het ZOY-vlak, het XOY-vlak en het tafereel. 

5. Loodrechte projectie. 

De punten A, D en C liggen in het horizontale vlak op 
10 eM vóór het verticale; AD =DC=125 cM; het punt 
B ligt in het vertieale vlak 10 cM boven het horizontale, 
zoodat B’ met D’ samenvalt. 

Gegeven zijn drie rechten a, b en c. De eerste is AB; 
de tweede ligt in een vlak op 10 eM vóór en evenwijdig 
aan het verticale en heeft B’C” tot verticale projectie ; de 
derde ligt in een vlak op 15 eM boven en evenwijdig aan 
het horizontale vlak en heeft A/D’ tot horizontale projectie. 

a en b zijn richtlijnen eener paraboloïde met horizontaal 
richtvlak ; a en c zijn richtlijnen eener paraboloïde met het 
verticale vlak tot richtvlak. 

Construeer van de kromme, volgens welke deze opper- 
vlakken elkaar buiten a nog snijden, het punt P, dat 
gelegen is in het horizontaal projecteerend vlak van a; 
construeer in dat punt de raaklijn t dier kromme. 

Construeer ook de richtingen a, , a«s,.... van de asymp- 
toten dier kromme. | 
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Theoretische Mechanica. 

1. Eene vierkante vlakke plaat (zijde a M) is onder- 
gedompeld in eene zware onsamendrukbare vloeistof. De 
plaat staat verticaal met twee harer ribben horizontaal. 
De bovenste ribbe bevindt zich 5 M onder het vrije vloei- 
stofoppervlak. De druk der atmosfeer op dit oppervlak is 
gelijk aan den druk van eene kolom der vloeistof, hoog 
c M. Dichtheid der vloeistof =p. 

Gevraagd wordt de druk op de plaat en de diepte van 
het perspunt beneden den bovenrand der plaat. 

2. Een homogene bol met massa M en straal R heeft 
op den tijd nul over een horizontaal vlak eene zuiver 
glijdende beweging met snelheid v‚. 

Bepaal den tijd t‚,‚ waarna door de wrijving op het 
horizontale vlak (wrijvingscoëfficient f) deze zuiver glij- 
dende beweging in eene zuiver rollende is overgegaan. 

Bewijs, dat het arbeidsvermogen van beweging op den 
tijd nul staat tot dat op den tijd t, als 7:5. 

3. Van eene buis, die de gedaante heeft van een halven 
cirkel (straal = R) — en waarvan de afmeting der doorsnede 
mag worden verwaarloosd — is de hartlijn geplaatst in een 
verticaal vlak. De open uiteinden A en C liggen op eene 
horizontale lijn, het midden B is het hoogste punt der buis. 
In het midden van den boog AB is eene massa M en in het 
midden van den boog BC eene massa m geplaatst (M > m). 

Deze beide massa’s kunnen zich door de buis bewegen 
zonder wrijving; doch zijn verbonden door een, zonder 
wrijving door de buis glijdenden, gewichtloozen, onrekbaren 
draad, waarvan de lengte dus 4 van den cirkelomtrek is. 
Losgelaten zonder aanvangssnelheid, zal massa M zich nu 
naar A bewegen. 

Gevraagd worden, voor ieder punt waar M zich bij deze 
beweging bevindt, | 

1°. de snelheid van M ; in ’t bijzonder als M in A aankomt ; 

20, de druk, door massa M op de buis uitgeoefend ; 

890, de spanning in den draad. 

Gevraagd wordt ook voor elken stand, nadat M het punt 
Ä is gepasseerd, doch terwijl m nog den boog AB door- 
loopt, de spanning in den draad en ten slotte de snelheid, 
waarmede mm door A gaat. 
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